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Аннотация 

В статье представлены результаты по исследованию подматриц матрицы, 

названные квадратами матрицы. Вводится понятие суммы квадрата матрицы. 

Рассматривается матрица, элементами которой являются последовательные 

целые числа. Именно для этой матрицы формулируется и решается задача об 

возможных значениях суммы квадратов матрицы. Выясняются ряд свойств 

квадратов матрицы, связанных с суммой квадратов матрицы. 

Ключевые слова: матрица, квадрат матрицы, последовательность. 

 

The sum of the squares of the matrices 

 

Popov Ivan Nikolaevich 

Northern (Arctic) Federal University named after M.V. Lomonosov 

Candidate of physical and mathematical sciences, associate professor, associate 

professor of the Department of Mathematics 

 

Abstract 

The article presents the results of the study of the matrix submatrix, called the 

squares of the matrix. The notion of the sum of the square of the matrix is 

introduced. We consider a matrix whose elements are consecutive integers. It is for 

this matrix that the problem of possible values of the sum of squares of the matrix 

is formulated and solved. Turns out a number of properties of squares matrix 

associated with the sum of the squares of the matrix. 

Keywords: matrix, square matrix, sequence. 

 

Введение 

Один из подходов в решении задач, в которых исследуется сама 

матрица или матрица в исследовании выступает в роли вспомогательного 

объекта, заключается в выделении в матрицах подматриц. Такой подход 

используется для вычисления ранга матрицы, для решения систем линейных 

уравнений, для построения минора, для исследования функций от нескольких 

переменных [1, 2]. И это далеко не полный список. В работе [3] подматрицы 

матриц используются для решения задачи о принадлежности матрицы из 

аддитивной матричной группы ее подгруппе. 

Пусть m  и n  ‒ натуральные числа, большие или равные 2. Будем 

рассматривать матрицы с числовыми элементами. Пусть матрица A  

размерности nm  имеет вид: 
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Четыре элемента isa , ita , jsa  и jta , где tsji  , , образуют подматрицу 

матрицы A , которую назовем квадратом и обозначим следующим образом: 
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Суммой квадрата 














jtjs

itis

aa

aa
jtsjtisiA );,;,;,(  матрицы A  назовем число, 

обозначаемое )),;,;,;,(Sum( tjsjtisiA  и равное 2/)( jsitjtis aaaa  . 

Введем в рассмотрение матрицу R  размерности nm , элементами 

которой являются целые последовательные числа от 0 до 1mn : 
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Целью статьи является изложение результатов по исследованию сумм 

квадратов матрицы R  с точки зрения их возможных значений и нахождения 

квадрата с заданной суммой. 

1. Свойства квадратов матрицы 

Элементы isa  и jta  матрицы A  размерности nm , так же как и ita  и 

jsa , где mi 1 , mj 1 , ns 1 , nt 1 , ji   и ts  , назовем угловыми 

элементами квадрата );;;( jtjsitisA . Ясно, что для задания квадрата матрицы 

надо знать только номера строк и столбцов двух его угловых элемента. 

Теорема. Количество различных квадратов в матрице A  размерности 

nm  равно 4/)1)(1(  nmmn . 

Для )1;( si -элемента матрицы R  размерности nm  справедливо: 

sinr si  )1(1, , 
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где 10  ns . Тогда число s  можно рассматривать как остаток от деления 

числа 1, sir  на число n , число 1i   неполное частное. Тем самым можно 

определить, в какой строке и каком столбце находится выбранное число 

}1;;1;0{  mnr   в матрице R . Например, для определения номеров строки и 

столбца, в которых находится число 478 в матрице R  размерности 5030 , 

делим 478 на 50 с остатком: 28950478  ; откуда 47829,10 r . 

Ряд свойств квадратов матрицы R  рассмотрены в работах [3, 4]. 

Теорема. Для любого квадрата 
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R  размерности nm , где mi 1 , mj 1 , ns 1 , nt 1 , ji   и ts  , 

справедливо равенство: jsitjtis rrrr  . 

Доказательство  

Используя формулу sinr si  )1(1, , верную для любого элемента 

матрицы R , получаем: 
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Тогда суммы jtis rr   и jsit rr   равны 2)2(  tsjin , следовательно, 

jsitjtis rrrr  . ■ 

2. Сумма квадрата матрицы 

Суммой квадрата ),;,;,;,( tjsjtisiA  матрицы A  размерности nm . 

назовем число ),;,;,;,(Sum( tjsjtisiA , для которого справедливо равенство: 

2
)),;,;,;,(Sum(

jsitjtis aaaa
tjsjtisiA


 . 

Сумма квадрата 
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tjsjtisiR ),;,;,;,(  матрицы R  размерности nm

, вследствие того, что jsitjtis rrrr  , равна jtis rr  . Тогда 

2)2()),;,;,;,(Sum(  tsjintjsjtisiR . 

Наименьшее значение сумм квадратов матрицы R  размерности nm  

равно 1n , наибольшее – )32(  nmn , то есть 

32)),;,;,;,(Sum(1  nmntjsjtisiRn . 

Сформулируем следующую задачу: выясним, какие значения могут 

принимать суммы квадратов матрицы R  размерности nm  из отрезка 

]32;1[  nmnn ? 

3. Вспомогательные последовательности 

Для решения задачи о возможных значениях сумм квадратов матрицы 

R , введем в рассмотрение числовые последовательности 
1)( kka  и 

1
)(
kkb , 
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обозначив символом ][x  целую часть действительного числа x  – наибольшее 

целое число, не превосходящее x : 
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где Nk , b   некоторое фиксированное натуральное число. Первые семь 

значений элементов последовательностей 
1

)(
kka  и 

1
)(
kkb  представлены в 

таблице 1. 

 

Таблица 1 – Элементы последовательностей kk ba ,  

k  1 2 3 4 5 6 7 

ka  1 0 2 1 3 2 4 

kb  b  2b  1b  3b  2b  4b  3b  

  

Рассмотрим свойства последовательностей 
1

)(
kka  и 

1
)(
kkb . 

1. Числа ka  принимают целые значения, начиная с 0, числа kb  ‒ целые 

значения, наименьшее из которых равно b , для всех Nk . 

2. kbba kk   для всех Nk . 

Доказательство  

Заметим, что 
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Разделим число k  на 2 с остатком: rqk  2 , }0{Nq , 0r  или 
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Видим, что в любом случае kbba kk  . ■ 

Отсюда получаем, что сумма kk ba   принимает все натуральные 

значения, начиная с числа 1b . 

3. Для всех Nk  справедливо: 
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Доказательство  

Заметим, что 
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Разделим число k  на 2 с остатком: rqk  2 , }0{Nq , 0r  или 

1r . Если 0r , то qk 2  и 
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4. При 1b  справедливо неравенство kk ba   для всех Nk . 

4. Возможные значения сумм квадратов матрицы R  

Используем для решения задачи о значениях сумм квадратов матрицы 

R  последовательности 
1

)(
kka  и 

1
)(
kkb , считая b  равным n  ‒ количеству 

столбцов в матрице R . 

Суммы kk ba   могут принимать любые значения, большие n , значит, 

и значения от 1n  до 32  nmn . Так как наибольшее значение суммы 

квадрата матрицы R  равно 32  nmn , то потребуем: 

32  nmnknba kk , 322  nmnk . 

Значит, следует рассматривать такие значения k , что 

3221  nmnk . 

В связи с этим возникает вопрос о возможных значениях чисел ka , kb . 

Учитывая, что kk ba  , то определим область изменения чисел kb . Так как 
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 , то при четных значениях k  получаем: 
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при нечетных значениях k  получаем: 
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Значит, числа ka  и kb  принимают значения от 0 до 1mn  для всех значений 

k , изменяющихся от 1 до 322  nmn , значит, числа ka  и kb  есть элементы 

матрицы R  размерности nm . 

Теперь, выясним, могут ли числа ka  и kb  быть угловыми элементами 

квадрата матрицы R  с заданным значением суммы квадрата? Числа ka  и kb  

являются таковыми, если они находятся в разных столбцах матрицы R  и 

разных ее строках. 

Возникают следующие вопросы. 

1. Могут ли числа ka  и kb  находится в одном столбце матрицы R ? 

Если это так, то nab kk   (числа, находящиеся в одном столбце 

матрицы R , при делении на число n  дают одинаковые остатки). При 

нечетных значениях k  разность kk ab   равна 1n , что не позволяет 

выполняться условию nab kk  .  
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При четных значениях k  получаем: nn 2 . Это возможно, если 1n  

или 2n . Случай 2n  рассмотрим отдельно. Сейчас же будем считать, что 

3n . Тогда числа ka  и kb  в одном столбце располагаться не могут. 

2. Могут ли числа ka  и kb  находиться в одной строке матрицы R ? 

Это возможно, если 1 nab kk . При четных значениях k  это 

неравенство не выполняется, так как в это случае справедливо равенство 

2 nab kk . Поэтому будем рассматривать случай, когда k  принимает 

нечетные значения. При этом 1 nab kk , значит, числа ka  и kb  находятся 

на противоположных концах одной строки. Тогда nqak   и )1(  nnqbk  

для некоторого целого q , изменяющегося от 0 до 1m . Числа ka  и kb  

находятся в 1q -й строке матрицы R . 

Из того, что nqak   и )1(  nnqbk , получаем систему: 
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При 12  nqk  (что равносильно тому, что nk 21 ) второе уравнение 

системы превращается в верное равенство. Тогда если nk 21 , то числа ka  

и kb  находятся в разных строках. 

При 12  nqk  справедливо равенство 12  nnqba kk . Так как 

32  nmnba kk , 

то 

3212  nmnnnq , 1 nmnnq , 1)1(  qmn . 

Значит, 21  mq , и 3m . Это означает, что в матрице R , содержащей 

только две строки, числа ka  и kb  в одной строке располагаться не могут. 

Тогда в матрице R  размерности n2  ( 2m ) числа ka  и kb  находятся в 

разных ее строках и столбцах, и поэтому являются угловыми элементами 

квадратов матрицы R . Тогда все числа )1(3,,2,1 n  являются суммами 

квадратов матрицы R . 

Можем сделать промежуточный вывод: если 3m  и nk 21 , то числа 

ka  и kb  располагаются в разных строках и разных столбцах матрицы R  

размерности nm . Поэтому числа ka  и kb  являются угловыми элементами 

квадратов матрицы R . Тогда числа из ряда 32,,2,1 nmn , кроме чисел 
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вида 12  nnq , }2;;2;1{  mq  , являются суммами квадратов матрицы R . 

Осталось выяснить, являются ли числа вида 12  nnq , где }2;;2;1{  mq  , 

суммами некоторых квадратов матрицы R ? 

Пусть 12  nqk , где 21  mq , число nqak   располагается в 1-м 

столбце и 1q -й строке матрицы R , число 1 nnqbk  находится в n -м 

столбце и в той же 1q -й строке. Так как 21  mq , то справедливо: 

]1;0[)1(  mnqnnak ,       ]1;0[1  mnnqnbk , 

то есть числа nak   и nbk   являются элементами матрицы R . При этом 

12  nnqba kk . Числа nak   и nbk   находятся в разных строках и 

разных столбцах матрицы R , значит, являются угловыми элементами 

некоторого квадрата матрицы R . 

Итак, все числа 32,,2,1  nmnn  , где 3n , являются суммами 

некоторых квадратов матрицы R  размерности nm . 

Пример. Рассмотрим матрицу R  размерности 34 : 
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R . 

Наибольшее значение сумм квадратов матрицы R  равно 18. Так как 

3221  nmnk , то 151  k . Составим таблицу 2 значений чисел ka , kb  

и их сумм, которые совпадают со значениями сумм квадратов матрицы R . 

 

Таблица 2 – Значения чисел ka , kb  и их сумм при 3,4  nm  

k  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

ka  1 0 2 1 3 2 4 3 5 4 6 5 7 6 8 

kb  3 5 4 6 5 7 6 8 7 9 8 10 9 11 10 

kk ba   4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

 

Так как 3n , то числа ka  и kb , для которых 61k , находятся в одной 

строке. Это – 5,3 55  ba  (расположенные во 2-й строке) и 8,6 1111  ba  

(расположенные в 3-й строке). Эти пары чисел угловыми элементами ни 

одного квадрата матрицы R  не являются. Сумму 855 ba  заменим ей 

равной суммой 826)3()3( 55  ba , сумму 141111 ba   на сумму 

1459)3()3( 1111  ba . Числа 3,3 55  ba , также как и числа  

3,3 1111  ba , находятся в разных строках, поэтому они являются угловыми 

элементами квадрата матрицы R . ■ 

Пример. Рассмотрим матрицу R  размерности 72 : 











13121110987

6543210
R . 
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Как отмечалось выше, в матрице R , содержащей только две строки, 

числа ka , kb  в одной строке находиться не могут. Поэтому в данном случае 

числа ka , kb  при k  от 1 до 11 являются угловыми элементами некоторых 

квадратов матрицы R . 

Составим таблицу 3 значений чисел ka , kb  и их сумм, совпадающие 

со значениями сумм квадратов матрицы R , меняющихся от 8 до 18. 

 

Таблица 3 – Значения чисел ka , kb  и их сумм при 7,2  nm  

k  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

ka  1 0 2 1 3 2 4 3 5 4 6 

kb  7 9 8 10 9 11 10 12 11 13 12 

kk ba   8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

 

Квадраты матрицы R  с угловыми числами ka , kb  имеют вид (внизу 

указаны суммы квадратов): 
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Заметим, возможны альтернативные квадраты матрицы R  с заданными 

значениями сумм квадратов. ■ 

Рассмотрим случай 2n . В матрице R  размерности 2m  в первом 

столбце находятся четные числа, во втором – нечетные. Квадраты в матрице 

R  имеют вид: 
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rr

rr
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Тогда 

3)(2))2;1,;2,;1,(Sum(  jijjiiR . 

Видим, что суммы квадратов равны только нечетным числам, и изменяются 

от 3 до 54 m . 

Покажем, что суммы квадратов матрицы R  могут принимать любые 

нечетные значения от наименьшего до наибольшего значения, которое, как 

видно из формулы, является нечетным. 
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Выберем нечетное целое число 12 x  такое, что 54123  mx . 

Тогда 321  mx . Выясним, имеет ли уравнения 123)(2  xji  

решения при };;2;1{, mji   ( i  и j   номера строк матрицы R )? 

Преобразуем уравнение: 2 xji . Если 2x   нечетное число, то 

положим: 
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x
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Так как 32  mx , то 
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2

3
. 

Значит, в этом случае 123)(2  xji  разрешимо во множестве };;2;1{ m  

относительно i  и j . 

Если 2x   четное, то положим: 

2
1

2

2 xx
i 


  и 

2

4
1

2

2 





xx
j . 

Так как 32  mx , то 

2

3

2
 m

x
i  и 

2

1

2

4



 m

x
j . 

Получаем, что уравнение 123)(2  xji  и в этом случае разрешимо во 

множестве };;2;1{ m  относительно i  и j . 

Итак, суммы квадратов матрицы R  размерности 2m  принимают все 

нечетные значения в пределах от 3 до 54 m . 

Пример. Для матрицы R  размерности 24  























76

54

32

10

R  

найдутся ее квадраты, суммы которых принимают значения 3, 5, 7 и 9. 

Такими квадратами являются (внизу указаны их суммы): 

 










32

10
 









54

10
 









54

32
 









76

32
 









76

54
 

3 5 7 9 11 

Из неравенства 32))2;1,;2,;1,(Sum(1  nmnjjiiRn  в данном случае 

суммы квадратов матрицы R  размерности 24  изменяются от 3 до 11. ■ 

5. Определение квадрата матрицы R  с заданной суммой 

Пусть рассматривается матрица R  размерности nm , и выбрано целое 

число sum  из отрезка ]32;1[  nmnn . Возникает вопрос об определении 

квадрата матрицы R  с суммой, равной sum . 
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Пусть 3n . Как было показано, в этом случае суммы квадратов 

матрицы R  принимают все целые значения из отрезка ]32;1[  nmnn . Для 

определения искомого квадрата применим равенство knba kk  , считая, 

что sum kk ba  и kk ba ,  ‒ угловые элементы. Тогда nk  sum  ‒ номер, 

по которому найдем сами числа kk ba , . По формуле sinr si  )1(1, , где 

10  ns , определим номера строк и столбцов этих чисел в матрице R , и, 

окончательно, определим два других числа требуемого квадрата. 

Пример. Пусть матрица R  имеет размерность 6025  ( 60,25  nm ). 

Тогда суммы ее квадратов принимают значения из отрезка ]2937;61[ . Найдем 

квадрат, сумма которого равна 2018. 

Так как 2018sum , то 1958602018 k , 9781958 a  и 10401958 b . 

Делим найденные числа с остатком на 60: 181660978  , 2017601040  . 

Получаем, что 19,171958 ra   и 21,181958 rb  . Видим, что числа kk ba ,  

находятся в разных строках и столбцах матрицы R , поэтому они являются 

угловыми элементами квадрата. 

Так как 98020166021,17 r  и 103818176019,18 r , то квадрат 

матрицы R , сумма которого равна 2018, имеет вид: 











10401038

980978
)2,18;19,18;21,17;19,17(R . 

Найдем, теперь, квадрат матрицы R , сумма которого равна 2019. 

В этом случае 959602019 k , поэтому 1,9959 0860480 ra   и 

60,9959 59860539 rb  . Видим, что числа 959959, ba  принадлежат одной 

строке матрицы R , и угловыми элементами никакого квадрата не являются. 

Поэтому их «подправим»: рассмотрим числа  

1,10959 0960540 rna  ,       60,8959 59760479 rnb  . 

Числа nbna  959959 ,  ‒ угловые квадрата матрицы R . Два других числа 

искомого квадрата есть числа 42007601,8 r  и 5996060,10 r . Тогда 

искомый квадрат имеет вид: 











599540

479420
)60,10;1,10;60,8;1,8(R . 

Заметим, что можно предложить и альтернативные квадраты, с наперед 

заданными суммами. ■ 

В случае, когда число столбцов в матрице R  равно 2 ( 2n ), для 

нахождения квадрата матрицы, сумма которого равна нечетному числу sum  

из отрезка ]54;3[ m , поступаем следующим образом. 

Определяем номера i  и j  строк матрицы R , из которых берутся 

элементы для построения искомого квадрата: 

 если 
2

1sum
 ‒ нечетное число, то 

4

1sum
i  и 1

4

5sum



 ij ; 
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 если 
2

1sum
 ‒ четное число, то 

4

1sum
i  и 2

4

7sum



 ij . 

Используя формулу sinr si  )1(1, , где 10  ns , находим элементы в 

определенных строках.  

Пример. Пусть R  ‒ матрица размерности 230 . Найдем квадрат этой 

матрицы, сумма которого равна 51. 

Пусть 51sum . Так как 25
2

1sum



 ‒ нечетное число, то 13

4

151



i  

и 14
4

551



j . В 13-й и 14-й строках матрицы R  располагаются числа: 

2401221,13 r ,       252,13 r , 

2601321,14 r ,       272,13 r . 

Тогда искомый квадрат имеет вид: 











2726

2524
)2,14;1,14;2,13;1,13(R . 

Как видим, для квадрата справедливо: 5126252724sum  . ■ 

Пример. Пусть R  ‒ матрица размерности 230 . Найдем квадрат этой 

матрицы, сумма которого равна 45. 

Пусть 45sum . Так как 22
2

1sum



 ‒ четное число, то 11

4

145



i  и 

13
4

745



j . В 11-й и 13-й строках матрицы R  располагаются числа: 

2001021,11 r ,       2111022,11 r , 

2401221,13 r ,       2511222,13 r . 

Тогда искомый квадрат имеет вид: 











2524

2120
)2,13;1,13;2,11;1,11(R . 

Как видим, для квадрата справедливо: 4524212520sum  . ■ 

6. Квадрат матрицы R  с заданной суммой: случай 3n  

Рассмотрим случай, когда матрица R  имеет размерность nm  и 3n . 

Тогда квадраты с определенной суммой можно построить, используя числа 

ka  и kb . 

По определению  

2

)1(1

2

1 k

k
k

a









 
  и 

2

)1(1

2

k

k
k

nb








 , 

где Nk , n   некоторое фиксированное натуральное число. Тогда 

 если k  ‒ нечетное число, то 
2

1


k
ak  и 

2

1


k
nbk ; 

 если k  ‒ четное число, то 1
2


k
ak  и 

2
1

k
nbk  . 
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Рассмотрим случай нечетного значения k  из отрезка ]322;1[  nmn . 

Разделим 
2

1k
 с остатком на число n : snq

k




2

1
, где }0{Nq , 

10  ns , значит, 122  snqk . Тогда )1(  snqak  и sqnbk  )1( .  

Числа q  и s  также обладают условиями: 3221221  nmnsnq , 

откуда 20  nmnsnq , 2 nmnsnqnq , 1
2

1  m
n

mq , то 

есть, 1mq ,  и, окончательно, 20  mq . Заметим, что верхняя граница 

значений q  достижима. 

Возможны два случая. 

1) Если }1;;1;0{1,  nss  , то есть являются остатками при делении 

на число n , то числа ka  и kb  находятся в соседних строках и столбцах: 

2,1  sqk ra ,       1,2  sqk rb ,       122  snqk . 

Получаем квадрат матрицы R : 















1

1
)2,2;1,2;2,1;1,1(

kk

kk

bb

aa
sqsqsqsqR  

или 















1)1()1(

1
)2,2;1,2;2,1;1,1(

sqnsqn

snqsnq
sqsqsqsqR . 

При этом 

12)12())2,2;1,2;2,1;1,1(Sum(  sqnsqsqsqsqR . 

Пример. В матрице R  размерности 4030  найдем квадрат с суммой, 

равной 241. 

В данном случае 40n , 241sum . Из равенства sum knba kk  

находим: 20140241 k  ‒ нечетное число. Разделим 100
2

1201

2

1





k
 на 

40 с остатком: 20240100  . Получили: 2q  и 20s . Так как числа 20s  

и 211s  – остатки от деления на число 40, то искомый квадрат имеет вид: 
























141140

101100

12034020340

12024020240
)22,4;21,4;22,3;21,3(R . 

Вычисляем сумму квадрата по формуле: 2411202)122(40  . 

Как видим, результат совпадает с данным в условии. ■ 

2) Если ns 1 , то числа )1(  qnak  и )1()1(  nqnbk  находятся 

в матрице R  в одной строке. Тогда угловыми элементами квадрата являются 

«исправленные» числа 1,3)2(  qk rqnna  и nqk rnnqnb ,1)1(  . В 

этом случае 1)1(2  qnk . Квадрат имеет вид: 















12

12
),3;1,3;,1;1,1(

nana

nbnb
nqqnqqR

kk

kk
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или 















1)3()2(

1)1(
),3;1,3;,1;1,1(

qnqn

qnnq
nqqnqqR . 

При этом 

1)32()),2;1,3;,1;1,1(Sum(  qnnqqnqqR . 

Пример. В матрице R  размерности 4030  найдем квадрат с суммой, 

равной 359. 

В данном случае 40n , 359sum . Из равенства sum knba kk  

находим: 31940359 k  ‒ нечетное число. Разделим 159
2

1359

2

1





k
 

на 40 с остатком: 39340359  . Получили: 3q  и 39s . Так как число  

401s , то искомый квадрат имеет вид: 
























239200

159120

1640540

14403040
)40,6;1,6;40,4;1,4(R . 

Видим, что сумма квадрата равна 3591)332(40  . ■ 

Рассмотрим случай четного значения k  из отрезка ]322;1[  nmn . 

Разделим 
2

k
 с остатком на число n : snq

k


2
, }0{Nq , 10  ns , 

значит, snqk 22  . Тогда )1(  snqak  и )1()1(  sqnbk . 

Числа q  и s  также обладают условиями: 322221  nmnsnq , 

откуда 322222  nmnsnqnq , 1
2

3
1  m

n
mq , 1mq ,  поэтому 

20  mq . Заметим, что верхняя граница значений q  достижима. 

Возможны три случая. 

1) Если 11 s , то 0s . Тогда nqk 2 , откуда 1q . Для чисел ka  и 

kb  справедливо: nqk rnqna ,)1()1(   и 2,21)1(  qk rqnb  ‒ числа в 

разных строках и столбцам матрицы R . Квадрат имеет вид: 















2

2
),2;2,2;,;2,(

nbb

ana
nqqnqqR

kk

kk
 

или 















1)2(1)1(

11)1(
),2;2,2;,;2,(

qnqn

nqqn
nqqnqqR . 

При этом 

)12()),2;2,2;,;2,(Sum(  qnnqqnqqR . 

Пример. В матрице R  размерности 4030  найдем квадрат с суммой, 

равной 120. 
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В данном случае 40n , 120sum . Из равенства sum knba kk  

находим: 8040120 k  ‒ четное число. Разделим 40
2


k
 на 40 с остатком: 

014040  . Получили, что 1q  и 0s . Тогда искомый квадрат имеет вид: 
























11981

391

13401240

11401040
)40,3;2,3;40,1;2,1(R . 

Видим, что сумма квадрата равна 120)112(40  . ■ 

2) Если }1;;1;0{1,1  nss  , то 1s  и 1s  ‒ остатки при делении 

на число n . При этом snqk 22   и справедливо: sqk rsnqa ,1)1(   и 

2,2)1()1(  sqk rsqnb  ‒ числа в разных строка и столбцах матрицы R

. Получаем квадрат матрицы R : 















kk

kk

bb

aa
sqsqsqsqR

2

2
)2,2;,2;2,1;,1(  

или 















1)1(1)1(

11
)2,2;,2;2,1;,1(

sqnsqn

snqsnq
sqsqsqsqR . 

При этом 

sqnsqsqsqsqR 2)12())2,2;,2;2,1;,1(Sum(  . 

Пример. В матрице R  размерности 4030  найдем квадрат с суммой, 

равной 830. 

В данном случае 40n , 830sum . Из равенства sum knba kk  

находим: 79040830 k  ‒ четное число. Делим 395
2


k
 на 40 с остатком: 

35940395  . Получили, что 9q  и 35s . Так как числа 341s  и 

361s  – остатки от деления на число 40, то искомый квадрат имеет вид: 
























436434

396394

1359401351040

135940135940
)37,11;35,11;37,10;35,10(R . 

Видим, сумма квадрата равна 830352)192(40  . ■ 

3) Если ns 1 , то 1 ns . Тогда 2)1(2  qnk . Для чисел ka  и kb  

верно: 1,1)2(  nqk rnnqa  и 1,3)2(  qk rqnb  ‒ числа из разных 

строк и столбов матрицы R . Квадрат имеет вид: 















2

2
)1,3;1,3;1,1;1,1(

nbb

ana
nqqnqqR

kk

kk
 

или 















2)3()2(

2)1(
)1,3;1,3;1,1;1,1(

qnqn

qnnq
nqqnqqR . 

При этом 

2)32())1,3;1,3;1,1;1,1(Sum(  qnnqqnqqR . 
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Пример. В матрице R  размерности 4030  найдем квадрат с суммой, 

равной 198. 

В данном случае 40n , 198sum . Из равенства sum knba kk  

находим: 15840198 k  ‒ четное число. Делим 79
2


k
 на 40 с остатком: 

3914079  . Получили 1q , 39s . Так как 401s , то искомый квадрат 

имеет вид: 
























158120

7840

2440340

2240140
)39,4;1,4;39,2;1,2(R . 

Видим, сумма квадрата равна 1982)312(40  . ■ 

7. Квадрат матрицы R  с заданной суммой: случай 2n  

Рассмотрим матрицу R  размерности 2m , где 2m . 

Как уже отмечалось, в данном случае для построения квадрата, сумма 

которого равна нечетному числу ]54;3[sum  m , следует рассматривать два 

случая в зависимости от четности числа 
2

1sum
. Напомним, что 

3)(2))2,;1,;2,;1,(Sum(  jijjiiR . 

1) Если 
2

1sum
 ‒ нечетное число, то 12

2

1sum



q , где }0{Nq , 

откуда 34sum  q . Так как ]54;3[sum  m , то 20  mq . Заметим, что 

верхняя граница значений q  достижима. 

Квадраты в матрице R  имеют вид: 






























1)1(2)1(2

1)1(2)1(2
)2,;1,;2,;1,(

21

21

jj

ii

rr

rr
jjiiR

jj

ii
. 

Так как в этом случае 
4

1sum
i  и 1

4

5sum



 ij , то 1 qi  и 2 qj . 

Поэтому 















3222

122
)2,2;1,2;2,1;1,1(

qq

qq
qqqqR . 

При этом 

34))2,2;1,2;2,1;1,1(Sum(  qqqqqR . 

Пример. Рассмотрим матрицу R  размерности 230 . Определим в этой 

матрице квадрат, сумма которого равна 23. 

По условию 23sum  ‒ нечетное число. Так как 15211
2

1sum



 ‒ 

нечетное число, то, определив 5q , получаем искомый квадрат матрицы R : 











1312

1110
)2,7;1,7;2,6;1,6(R .  

По формуле получаем: 23354  , что совпадает с числом sum . ■ 
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2) Если 
2

1sum
 ‒ четное число, то q2

2

1sum



, где }0{Nq , откуда 

14sum  q . Так как ]54;3[sum  m , то 20  mq . Заметим, что верхняя 

граница значений q  достижима. Так как 
4

1sum
i  и 2

4

7sum



 ij , то 

qi   и 2 qj . Тогда 















3222

1222
)2,2;1,2;2,;1,(

qq

qq
qqqqR . 

При этом 

14))2,2;1,2;2,;1,(Sum(  qqqqqR . 

Пример. Рассмотрим матрицу R  размерности 230 . Определим в этой 

матрице квадрат, сумма которого равна 93. 

По условию 93sum  ‒ нечетное число. Так как 23246
2

1sum



 ‒ 

четное число, то, определив 23q , получаем искомый квадрат матрицы R : 











4948

4544
)2,25;1,25;2,23;1,23(R . 

По формуле получаем: 931234  , что совпадает с числом sum . ■ 

Заключение 

Рассмотренные в статье вопросы о свойствах квадратов матрицы R , об 

определении значений сумм ее квадратов и способов нахождения квадратов с 

заданной суммой могут касаться и других матриц. В тривиальных случаях, 

например, как для нулевой матрицы, получаются и тривиальные решения. 

Для матрицы, аналогичной матрице R , в которой четные числа берутся со 

знаком плюс, а нечетные – со знаком минус, полагаем, могут быть получены 

интересные результаты с нетривиальными и красивыми доказательствами. 
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