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Аннотация 

В статье изложены результаты по определению возможного множества 

значений сумм матрицы с четным числом столбцов, элементы которой есть 

последовательные целые числа, нечетные числа из которых берутся со 

знаком минус, формул для вычисления числа квадратов рассматриваемой 

матрицы определенной суммы и его свойств. 
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Abstract 

The article presents the results of determining the possible set of values of the 

matrix sums with an even number of columns, the elements of which are 

consecutive integers, odd numbers of which are taken with a minus sign, formulas 

for calculating the number of squares of the matrix of a certain amount and its 

properties. 
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Введение 

В статье будут использоваться результаты работ [1‒4]. 

Рассмотрим матрицу C  размерности nm  с элементами 

)()1(1,1 snqc snq
sq  
 , 

где 10  mq , 10  ns , }0{, Nsq  . Примерами являются следующие 

матрицы: 
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В матрице C  четные числа записываются со знаком плюс, а нечетные – со 

знаком минус.  
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Пусть R  – матрица размерности nm , элементами которой являются 

целые последовательные числа от 0 до 1mn : snqr sq  1,1 , где 

10  mq , 10  ns , }0{, Nsq  . 

Для произвольной матрицы A  размерности nm  четыре элемента isa , 

ita , jsa  и jta , где mi 1 , mj 1 , ns 1 , nt 1 , tsji  , , образуют 

подматрицу 














jtjs

itis

aa

aa
 матрицы A , называемую квадратом и обозначаемую 

),;,;,;,( tjsjtisiA . Число квадратов матрицы A  вычисляется по формуле 

4/)1)(1(  nmmn . Сумма квадрата );;;( jtjsitisA  равна 2/)( jsitjtis aaaa   

и обозначается )),;,;,;,(Sum( tjsjtisiA . 

Пусть sum  ‒ число из множества возможных значений сумм квадратов 

некоторой матрицы A  размерности nm . Количество квадратом матрицы A , 

сумма которых равно sum , обозначается (sum)Av . 

Цель статьи ‒ изложение результатов по определению возможного 

множества значений сумм матрицы C  с четным числом столбцов, формул 

для вычисления количества квадратов матрицы C  определенной суммы и его 

свойств. 

1. Матрица C  с четным числом столбцов и суммы ее квадратов 

Будем рассматривать случай, в котором число столбцов в матрице C , 

то есть число n , является четным. Тогда )()1(1,1 snqc s
sq  . Если 1s  ‒ 

нечетное число, то snqc sq  1,1  ‒ четное положительное число (за 

исключением числа 0); если 1s  ‒ четное число, то )(1,1 snqc sq   ‒ 

нечетное отрицательное число. Отсюда элементы, расположенные в столбцах 

с нечетными номерами, являются четными положительными числами (за 

исключением числа 0); элементы, расположенные в столбцах с четными 

номерами, являются нечетными отрицательными числами. 

2. Матрица C  и суммы ее квадратов: случай 6n  

Вычислим сумму квадрата ),;,;,;,( tjsjtisiC  матрицы C  размерности 

nm , где 6n . По определению суммы квадрата )),;,;,;,(Sum( tjsjtisiC  

получаем: 


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
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





2

)22()1()22()1())1()1)((2( 1111 tsjin tsts

 

)1()1()1()1())1()1)((2(
2

1111   tsji
n tsts . 

Итак, 
)),;,;,;,(Sum( tjsjtisiC  

)1()1()1()1())1()1)((2(
2

1111   tsji
n tsts . 

Видим, что сумма квадрата матрицы C  является целым числом. 

В зависимости от четности чисел s  и t , которые являются номерами 

столбцов матрицы C , получим упрощенные вычислительные формулы для 

сумм квадратов матрицы и границы их изменения. 

Заметим, если ];[ yx  ‒ целочисленный отрезок и числа yx,  четные 

(нечетные), то в нем содержится 1
2


 xy

 четных (нечетных) чисел. 

А) Если ts,  ‒ четные числа, то 

2)2()),;,;,;,(Sum(  tsjintjsjtisiC  

и сумма является четной для любых i  и j . 

Из чисел вида 2)2(  tsjin  при четных ts,  

 наименьшее равно 4)12(2)2()2)1((  mnnnmmn ; 

 наибольшее равно 4242)221(  nn . 

Получили неравенство 

42)2(4)12(  ntsjinmn . 

Концами отрезка ]4;4)12([  nmn  являются четные числа, тогда в 

нем содержится 31
2

)4)12(()4(



nmn

mnn
 четных целых чисел, 

количество которых нечетно. Серединой отрезка является число mn . 

Б) Если ts,  ‒ нечетные числа, то 

2)2()),;,;,;,(Sum(  tsjintjsjtisiC  

и сумма является четной для любых i  и j . 

Из чисел вида 2)2(  tsjin  при нечетных ts,  

 наименьшее равно 2231)221(  nn ; 

 наибольшее равно 6)12(2)1()3()2)1((  mnnnmmn . 

Получили неравенство 

6)12(2)2(2  mntsjinn . 

Концами отрезка ]6)12(;2[  mnn  являются четные числа, тогда в 

нем содержится 31
2

)2()6)12((



nmn

nmn
 четных целых чисел, 

количество которых нечетно. Серединой отрезка является число 2mn . 

В) Если s  ‒ нечетное и t  ‒ четное числа, то 
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tstjsjtisiC )),;,;,;,(Sum(  

и сумма является нечетной для любых i  и j . 

Из чисел вида ts   при нечетном s  и четном t  

 наименьшее равно 11  nn ; 

 наибольшее равно 1)1(4321  nn . 

Получили неравенство 

11  tsn . 

Концами отрезка ]1;1[ n  являются нечетные числа, тогда в отрезке 

содержится 
2

1
2

)1(1 nn



 нечетных целых чисел. 

Г) Если s  ‒ четное и t  ‒ нечетное числа, то 
sttjsjtisiC )),;,;,;,(Sum(  

и сумма является нечетной для любых i  и j . 

Из чисел вида st   при четном s  и нечетном t  

 наименьшее равно 1)2()1(4523  nn ; 

 наибольшее равно 32)1(  nn . 

Получили неравенство 

31  nst . 

Концами отрезка ]3;1[ n  являются нечетные числа, тогда в отрезке 

содержится 
2

2
1

2

1)3( 


 nn
 нечетных целых чисел. 

Отрезки ]4;4)12([  nmn  и ]6)12(;2[  mnn , содержащие одно 

и то же число 3nmn  чисел, симметричны относительно числа 1 . Это 

так, потому что концевые числа этих отрезков симметричны относительно 

числа 1 : 

1
2

)6)12(()4)12((


 mnmn
 и 1

2

)2()4(


 nn
. 

В отрезке ]1;1[ n  выбираются только нечетные числа, поэтому 

можем рассмотреть множество }1{]3;1[  n . В отрезке  ]3;1[ n  

содержится 
2

2n
 нечетных чисел, столько же, сколько и в отрезке ]3;1[ n . 

Число 1  симметрично относительно самого себя. Отрезки ]3;1[ n  

и ]3;1[ n  симметричны относительно числа 1 , так как 

1
2

)3()1(


 nn
 и 1

2

13



. 

 Учитывая, что ts   и четность значений сумм квадратов матрицы C , 

получаем следующую цепочку неравенств: 

2)2(2)2(  tsjinsttstsjin . 

Целочисленное множество возможных значений сумм квадратов матрицы C  

имеет вид: 

]6)12(;2[]3;1[}1{]3;1[]4;4)12([  mnnnnnmn  . 
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Следует выяснить, каждое ли целое число (четное или нечетное) из 

полученного множества является суммой некоторого квадрата матрицы С . 

Заметим, что для симметрических чисел x  и y  относительно числа 1  

справедливо равенство 2 yx . 

Выберем произвольное число k  из множества возможных значений 

сумм квадратов матрицы C . 

A) Пусть }1{k , то есть 1k . 

Так как 















1222

12
Sum)),2;1,2;,1;1,1(Sum(

nn

nn
nnnnC  

k
nnnn




 1
2

)12()22()1()2(
. 

то нашелся квадрат матрицы C , сумма которого равна числу k . 

Б) Пусть k  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n . 

Так как 31  nk , то 123  nk , отсюда 2k  ‒ номер столбца 

матрицы C . Рассмотрим сумму квадрата )2,2;2,2;2,1;2,1(  kkС . Так как 

для этого квадрата 2 kt  ‒ нечетное, 2s  ‒ четное, то 

kkstkkC  2)2())2,2;2,2;2,1;2,1(Sum( . 

Отсюда получаем, что каждое нечетное число из отрезка ]3;1[ n  является 

суммой некоторого квадрата матрицы C . 

В) Пусть k  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n . 

Так как 31  kn , то nk 14 , отсюда k1  ‒ номер столбца 

матрицы C . Рассмотрим сумму квадрата )1,2;1,2;1,1;1,1( kkС  . Так как для 

этого квадрата kt 1  ‒ четное, 1s  ‒ нечетное, то 

kktskkC  )1(1))1,2;1,2;1,1;1,1(Sum( . 

Отсюда получаем, что каждое нечетное число из отрезка ]3;1[ n  является 

суммой некоторого квадрата матрицы C . 

Г) Пусть k  ‒ четное число из отрезка ]6)12(;2[  mnn . 

Как уже отмечалось, в столбцах с нечетными номерами в матрице C  

расположены четные положительные числа (за исключением нуля). Составим 

матрицу, удалив в матрице C  столбцы с четными номерами и разделив ее 

элементы на число 2.  

Рассмотрим q -ю строку матрицы C . В нечетных столбцах матрицы C  

расположены числа )1()1(,  sqnc sq , где mq 1  и ns 1 : 

nqnqnqnqn  )1(,,4)1(,2)1(,0)1(  . 

Тогда, разделив каждый элемент на 2, получаем набор чисел: 

2

)1(
,,

2

4)1(
,

2

2)1(
,

2

0)1( nqnqnqnqn 
  

или 

2
)1(

2
,,2)1(

2
,1)1(

2
,0)1(

2

n
q

n
q

n
q

n
q

n
  . 
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Полученные числа являются последовательными целыми числами. Изменяя 

значения q  от 1 до m , получаем последовательные целые числа от 0 до 

1
2

m
n

. В итоге получаем матрицу R  размерности 
2

n
m , в которой для ее 

элементов справедливо равенство sis
i

cr ,

2

1
, 2

1
 , где s  ‒ нечетный номер 

столбца матрицы C , i  ‒ номер строки матрицы C . Перебирая все нечетные 

числа s  от 1 до 1n , получаем последовательные целые числа вида 
2

1s
, 

начиная с 1 и заканчивая 
2

n
. 

Заметим, что sic ,
2

1
 есть целое число для любого i  и нечетного s . 

Так как 6)12(2  mnkn , то 3)12(
22

1
2

 m
nkn

. Известно, 

что в матрице R  найдется квадрат, сумма которого равна 
2

k
. Пусть это 

квадрат 






 

2

1
,;

2

1
,;

2

1
,;

2

1
,

t
j

s
j

t
i

s
iR , где ts,  ‒ нечетные числа из отрезка 

]1;1[ n . Тогда 

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
,2

  t
i

s
j

t
j

s
i

rrrr
k

. По этому квадрату в матрице 

C  построим квадрат ),;,;,;,( tjsjtisiC . Определим его сумму: 




















2
Sum)),;,;,;,(Sum(

jtjsitis

jtjs

itis cccc

cc

cc
tjsjtisiC  

k
krr tjsi







2
2

2

)22(2 2/)1(,2/)1(,
. 

Поэтому все четные числа из отрезка ]6)12(;2[  mnn  являются суммами 

некоторых квадратов матрицы C . 

Д) Пусть k  ‒ четное число из отрезка ]4;4)12([  nmn . 

Как уже отмечалось, в столбцах с четными номерами в матрице C  

расположены нечетные отрицательные числа. Составим матрицу, удалив в 

матрице C  столбцы с нечетными номерами, прибавив 1 к каждому ее 

элементу и разделив затем на 2 . 

Рассмотрим q -ю строку матрицы C . В четных столбцах матрицы C  

расположены числа ))1()1((,  sqnc sq , где mq 1  и ns 1 : 

)1()1(,,5)1(,3)1(,1)1(  nqnqnqnqn  . 

Тогда, прибавив к каждому числу 1 и разделив на 2 , получаем набор чисел: 

2

)2()1(
,,

2

4)1(
,

2

2)1(
,

2

0)1(















 nqnqnqnqn
  
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или 

2

2
)1(

2
,,2)1(

2
,1)1(

2
,0)1(

2




n
q

n
q

n
q

n
q

n
 . 

При этом получаем последовательные целые числа. Изменяя значения q  от 1 

до m  получаем последовательные целые числа от 0 до 1
2

m
n

. В итоге из 

матрицы C  получаем матрицу R  размерности 
2

n
m , в которой для ее 

элементов верно равенство )1(
2

1
,

2
,

 sis
i

cr , где s  ‒ четный номер столбца 

матрицы C , i  ‒ номер ее строки. Перебирая все четные числа s  от 2 до n , 

получаем последовательные целые числа вида 
2

s
 от 1 и до 

2

n
. 

Заметим, что )1(
2

1
,  sic  есть целое число для любого i  и четного s . 

Так как 44)12(  nkmn , то 3)12(
2

1
2

1
2

 m
nkn

. 

Тогда в матрице R  найдется квадрат, сумма которого равна 1
2


k
. Пусть 

это будет квадрат 








2
,;

2
,;

2
,;

2
,

t
j

s
j

t
i

s
iR , где ts,  ‒ четные числа из отрезка 

];2[ n . Тогда 

2
,

2
,

2
,

2
,

1
2

t
i

s
j

t
j

s
i

rrrr
k

 . Рассмотрим в матрице C  квадрат 

),;,;,;,( tjsjtisiC . Определим его сумму: 




















2
Sum)),;,;,;,(Sum(

jtjsitis

jtjs

itis cccc

cc

cc
tjsjtisiC  





2

)12()12()12()12( 2/,2/,2/,2/, tisjtjsi rrrr
 

k
k

rr
rr

tjsi
tjsi












 21

2
22)(2

2

4)22(2
2/,2/,

2/,2/,
. 

Поэтому все четные числа из отрезка ]4;4)12([  nmn  являются 

суммами некоторых квадратов матрицы C . 

Итак, получили, что все целочисленные значения из множества 

]6)12(;2[]3;1[}1{]3;1[]4;4)12([  mnnnnnmn   

являются суммами некоторых квадратом матрицы C , считая, что из первого 

и последнего отрезков выбираются четные числа, из второго и четвертого ‒ 

нечетные. Общее число возможных значений равно 

7)12(1
2

2
2)3(2 


 mn
n

nmn , 
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то есть равно 7)12( mn . 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 84 . 

В данной матрице можно составить 168 квадратов, суммы которых 

принадлежат множеству ]50;10[]5;1[}1{]3;7[]12;52[   . В крайних 

отрезках содержится по 21 четному числу, в двух других – по 3 нечетных 

числа. Итого 49132212   целых чисел. Поэтому квадраты матрицы C  

могут принимать 49 различных значений.  

Из-за симметричности множества значений сумм квадратов матрицы C

, возможные значения сумм можно записать в виде таблицы 1. 

 

Таблица 1 ‒ Пары симметрических чисел множества возможных значений 

-52 -50 -48 -46 -44 -42 -40 -38 -36 -34 -32 -30 -28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 

50 48 46 44 42 40 38 36 34 32 30 28 26 24 22 20 18 16 14 12 10 
                     

         -7 -5 -3          

         5 3 1          

 

Число 1  симметрично относительно самого себя. Видим, что для всех пар 

симметричных элементов их сумма равна числу 2 . ■ 

3. Матрица C : случай 4n  

Если матрица C  имеет размерность 4m , то множество возможных 

значений сумм квадратов этой матрицы имеет вид: 

]108;6[}1;1;3{]8;88[  mm  . 

Если значение суммы какого-то квадрата матрицы C  принадлежит 

отрезку ]108;6[ m , то следует выбирать столбцы с нечетными номерами в 

матрице C . Поэтому столбцы с четными номерами в матрице C  можем 

удалить из нее. Поделив на 2, получим матрицу R  размерности 2m , В этом 

случае в матрице R  нет квадратов, суммы которых равнялись бы четным 

числам ,4,2 . Тогда в матрице C  нет квадратов, суммы которых равнялись 

бы четным числам ,8,4 . Поэтому из отрезка ]108;6[ m  выбираем числа 

вида 108,,10,6 m ; число таких чисел равно 321
2

6)108(



m

m
. 

Аналогично рассуждая, получаем, что в отрезке ]8;88[  m  выбираем 

четные числа вида 8,,128,88  mm ; количество таких чисел равно 

321
2

)88(8



m

m
. 

Получаем, что в матрице C  размерности 4m  количество возможных 

значений сумм квадратов равно 343)32(2  mm . 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 45 .  

Множество возможных значений сумм квадратов имеет вид: 

]30;6[}1;1;3{]8;32[   . 

Выбирая в крайних отрезках определенные четные числа и группируя их по 

парам по симметричности относительно числа 1 , получаем таблицу 2. 
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Таблица 2 – Пары симметрических чисел множества возможных значений 

-32 -28 -24 -20 -16 -12 -8 -3 -1 

30 26 22 18 14 10 6 1 -1 

 

Как видим, число возможных значений равно 17. ■ 

4. Матрица C : случай 2n  

Любой квадрат матрицы C  размерности 2m  имеет вид: 






























1)1(2)1(2

1)1(2)1(2
)2,;1,;2,;1,(

21

21

jj

ii

cc

cc
jjiiС

jj

ii
, 

где };;2;1{, mji   и ji  . Сумма квадрата, как видим, равна 1 . Значит, 

сумма каждого квадрата равна 1 . Поэтому множество возможных значений 

сумм квадратов матрицы C  совпадает с множеством }1{ . 

Частным случаем матрицы C  является матрица 22 , 













32

10
C . В 

данной матрице есть только один квадрат с суммой 1 . 

5. Число квадратов матрицы C  определенной суммы: случай 6n  

Пусть количество столбцов матрицы C  не меньше 6. Показано, что 

множество возможных значений сумм квадратов матрицы C  имеет вид 

]6)12(;2[]3;1[}1{]3;1[]4;4)12([  mnnnnnmn  . 

Определим значения величины (sum)Cv  на каждом отдельном отрезке 

данного множества. 

А) Пусть sum  ‒ четное число из отрезка ]6)12(;2[  mnn . 

Каждому квадрату 
















jtjs

itis

cc

cc
tjsjtisiC ),;,;,;,(  

матрицы C  размерности nm , где s  и t  ‒ нечетные числа из отрезка ]1;1[ n

, с суммой sum  взаимно однозначно сопоставляется квадрат 
























 

jtjs

itis

cc

cc
t

j
s

j
t

i
s

iR

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1
,;

2

1
,;

2

1
,;

2

1
,  

матрицы R  размерности 
2

n
m  с суммой 

2

sum
. Тогда 











2

sum
(sum) RC vv . 

Если 





 1

2
;1

22

sum n
m

n
, то 






 











 





 










2

12/

22

1

2

1

2

sum snqsq
vR , 
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где sq
n


22

sum
, 10  mq  и 1

2
0 

n
s , где ][x  ‒ целая часть числа x . 

Справедливо равенство 








 




























2

sum42

2

sum
2

2

sum
2

2
2

2

sum mn
vmnv

n
mvv RRRR , 

отсюда 

  sum)42(
2

sum42

2

sum
sum 







 









 mnv

mn
vvv CRRC , 

то есть 

  sum)42(sum  mnvv CC , sum  ‒ четное число из отрезка ]2;2[  mnn . 

Так как число 2mn  является серединой отрезка ]6)12(;2[  mnn , то 

рассматривается половина отрезка ]2;2[  mnn . 

Пример. Рассмотрим матрицу С  размерности 64 . 

Множество возможных значений сумм имеет вид: 

]36;8[]3;1[}1{]3;5[]10;38[   . 

Общее количество возможных значений равно 35. 

Вычислим количество квадратов матрицы C  с суммами равными 20, то 

есть вычислим )20(Cv . 

Так как число ]22;8[20 , где 22 ‒ середина отрезка ]36;8[ , поэтому 

)10(
2

20
)20( RRC vvv 








 , где R  ‒ матрица размерности 34 . Так как число 

]18;4[10  и 33310  , то 3q , 1s  и 

20112
2

1

2

3

2

2

2

4
)10( 























Rv . 

Значит, 2)20( Cv . 

Вычислим )34(Cv . Заметим, что ]22;8[34 . 

Так как в данном случае справедливо равенство 

  sum)44(sum  CC vv , ]22;8[sum , 

то 

1)5()10()3444()34(  RCCC vvvv , 

значит, 1)34( Cv  и количество квадратов матрицы C , сумма каждого из 

которых равна 34, равно 1. ■ 

Б) Пусть sum  ‒ четное число из отрезка ]4;4)12([  nmn . 

Каждому квадрату 
















jtjs

itis

cc

cc
tjsjtisiC ),;,;,;,(  

матрицы C  размерности nm , где s  и t  ‒ четные числа из отрезка ];2[ n , с 

суммой sum  взаимно однозначно сопоставляется квадрат 
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


























 

)1(
2

1
)1(

2

1

)1(
2

1
)1(

2

1

2

1
,;

2

1
,;

2

1
,;

2

1
,

jtjs

itis

cc

cc
t

j
s

j
t

i
s

iR  

матрицы R  размерности 
2

n
m  с суммой 1

2

sum
 . Тогда 









 1

2

sum
(sum) RC vv . 

Если 





 1

2
;1

2
1

2

sum n
m

n
, то 






 











 





 











2

12/

22

1

2

1
1

2

sum snqsq
vR , 

где sq
n


2

1
2

sum
, 10  mq  и 1

2
0 

n
s .  

Справедливо равенство: 



































 1

2

sum
1

2

sum
2

2
21

2

sum
mnv

n
mvv RRR , 

отсюда 

  
















 1

2

sum
1

2

sum
sum mnvvv RRC  

sum)2(1
2

sum2












 mnv

mn
v CR , 

то есть 

  sum)2(sum  mnvv CC , sum  ‒ четное число из отрезка ]4;[  nmn . 

Так как число mn  является серединой отрезка ]4;4)12([  nmn , то 

рассматривается половина отрезка. 

Пример. Рассмотрим матрицу С  размерности 83 . 

Множество возможных значений сумм имеет вид: 

]34;10[]5;1[}1{]3;7[]12;36[   . 

Общее количество возможных значений равно 33. 

Вычислим количество квадратов матрицы C  с суммами равными 16 , 

то есть вычислим )16(Cv . 

Так как число ]12;24[16  , где 24  ‒ середина отрезка ]12;36[  , 

то )7(1
2

16
)16( RRC vvv 











 , где R  ‒ матрица размерности 43 . Так 

как ]17;5[7  и 3147  , то 1q , 3s  и 

20021
2

0

2

1

2

4

2

2
)7( 























Rv . 

Значит, 2)16( Cv .  
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Вычислим )32(Cv . Заметим, что ]12;24[32  . 

Так как в данном случае справедливо равенство 

sum)48((sum)  CC vv , ]12;24[sum  , 

то 

1)5()12())32(48()32(  RCCC vvvv , 

значит, 1)32( Cv  и количество квадратов матрицы C , сумма каждого из 

которых равна 32 , равно 1. ■ 

В) Пусть sum  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n . 

В этом случае справедливо равенство 

st
cc

cc

jtjs

itis















Sumsum , 

где s  и t  ‒ номера столбцов матрицы C , причем s  ‒ четное число, t  ‒ 

нечетное число и ts  . При этом выбор строк матрицы C  не важен. Верно 

равенство sum ts . 

Выбрать две различные строки матрицы C  можно 
2

)1( mm
 способами. 

Определимся с количеством выборов столбцов. Так как s  ‒ четное 

число и sums  ‒ нечетное число, то 1sumsum2  ns . Получаем, что 

если из отрезка ]1sum;2[  n , где нечетное число ]3;1[sum  n , выбирается 

нечетное число t , то sum ts  есть четное число, принадлежащее отрезку 

sum]1;2[ n , где 2sum12  nn , и sum st . Число нечетных чисел 

t  в отрезке ]1sum;2[  n , концы которого есть нечетные числа, равно 

2

sum1
1

2

sum)2()1( 


 nn
, то есть равно 

2

sum1n
. 

Выбирая некоторые строки и столбцы матрицы C , получаем формулу 

для вычисления количество квадратов матрицы C  с суммами равными sum : 

2

)1(

2

sum1
(sum)

mmn
vC





 , sum  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n  

или 

4

)1sum)(1(
(sum)

mmn
vC


 , sum  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n . 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 85 . 

Множество возможных значений сумм квадратов матрицы C : 

]66;10[]5;1[}1{]3;7[]12;68[   . 

Всего возможных значений сумм равно 65. 

В данном случае sum)7(5
4

5)15(sum)18(
(sum) 


Cv , то есть 

sum)7(5(sum) Cv , где sum  ‒ нечетное число из отрезка ]5;1[ . Поэтому 

30)17(5)1( Cv , 20)37(5)3( Cv , 10)57(5)5( Cv . ■ 

Г) Пусть sum  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n . 

В этом случае справедливо равенство 
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ts
cc

cc

jtjs

itis















Sumsum , 

где s  и t  ‒ номера столбцов матрицы C , причем s  ‒ нечетное число, t  ‒ 

четное число и ts  . При этом выбор строк матрицы C  не важен. Верно 

равенство sum st . 

Выбрать две различные строки матрицы C  можно 
2

)1( mm
 способами. 

Определимся с количеством выборов столбцов. Так как s  ‒ нечетное 

число и sums  ‒ четное число, то ns  sumsum1 . Получаем, что если 

из отрезка ]sum;1[ n , где нечетное число ]3;1[sum  n , выбирается четное 

число t , то sum ts  есть нечетное число, принадлежащее отрезку 

]sum;1[ n , где n sum14 , и sum ts . Число четных чисел t  в отрезке 

]sum;1[ n , концы которого есть четные числа, вычисляется по формуле 

2

sum1
1

2

sum)1( 


 nn
, то есть равно 

2

sum1n
. 

Выбирая некоторые строки и столбцы матрицы C , получаем формулу 

для вычисления количество квадратов матрицы C  с суммами равными sum : 

2

)1(

2

sum1
(sum)

mmn
vC





 , sum  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n  

или 

4

)1sum)(1(
(sum)

mmn
vC


 , sum  ‒ нечетное число из отрезка ]3;1[ n . 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 87 . 

Множество возможных значений сумм квадратов матрицы C : 

]98;10[]5;1[}1{]3;7[]12;110[   . 

Всего возможных значений сумм равно 97. 

В данном случае sum)7(5
4

7)17(sum)18(
(sum) 


Cv , то есть 

2

sum9
21(sum)


Cv , где sum  ‒ нечетное число из отрезка ]3;7[  . Поэтому 

21
2

79
21)7( 


Cv , 42

2

59
21)5( 


Cv , 63

2

39
21)3( 


Cv . ■ 

Д) Пусть 1sum  . 

В этом случае 
4

)1(
)1(

mmn
vC


 . 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 87 . В этом случае 

84
4

768
)1( 


Cv . ■ 

6. Число квадратов матрицы C  определенной суммы: случай 4n  

Для матрицы C  размерность 4m  множество возможных значений 

сумм квадратов имеет вид: 
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]108;6[}1;1;3{]8;88[  mm  . 

Для определения числа квадратов матрицы C  с данным значением 

суммы рассмотрим каждое множество в отдельности. 

А) Пусть sum  ‒ четное число из отрезка ]108;6[ m . 

Каждому квадрату 
















3,1,

3,1,
)3,;1,;3,;1,(

jj

ii

cc

cc
jjiiC  

матрицы C  размерности 4m , где s  и t  ‒ нечетные числа из отрезка ]1;1[ n

, с суммой sum  взаимно однозначно сопоставляется квадрат 

 


















3,1,

3,1,

2

1

2

1
2

1

2

1

2,;1,;2,;1,

jj

ii

cc

cc
jjiiR  

матрицы R  размерности 2m  с суммой 
2

sum
. Тогда 











2

sum
(sum) RC vv . 

Если  12;3
2

sum
 m , то 






 











 





 










2

12

22

1

2

1

2

sum sqsq
vR , 

где sq  2
2

sum
, 10  mq  и 10  s . Так как s  может принимать только 

значения 0 или 1, то 














 












.1,
2

1

,0,0

2

sum

s
q

s

vR  

Справедливо равенство 








 



















2

sum48

2

sum
24

2

sum m
vmvv RRR , 

отсюда 

  sum)48(
2

sum48

2

sum
sum 







 









 mv

m
vvv CRRC , 

то есть 

  sum)48(sum  mvv CC , sum  ‒ четное число из отрезка ]24;6[ n . 

Число 24 m  ‒ середина отрезка ]108;6[ m , поэтому рассматривается 

половина отрезка ]24;6[ n . 

Отметим, что числа )44(,),12(),8( mvvv CCC   равны 0, так как от 

четных чисел 22,,6,4 m  величина Rv  принимает значение 0. 
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Пример. Рассмотрим матрицу С  размерности 410 . 

Множество возможных значений сумм имеет вид: 

]70;6[}1;1;3{]8;72[   . 

Вычислим количество квадратов матрицы C  с суммами равными 34, то 

есть вычислим )34(Cv . Так как число ]38;6[34 , где 38 ‒ середина отрезка 

]70;6[ , то )17(
2

34
)34( RRC vvv 








 , где R  ‒ матрица размерности 210 . 

Число ]19;3[17  и 18217  , значит, 8q , 1s  и 4
2

18
)10( 




 
Rv , 

поэтому 4)34( Cv . 

Вычислим )46(Cv . Заметим, что ]38;6[46 . 

Так как в данном случае справедливо равенство 

  sum)76(sum  CC vv , ]38;6[sum . 

то 

4)15()30()4676()46(  RCCC vvvv , 

значит, 4)46( Cv  и количество квадратов матрицы C , сумма каждого из 

которых равна 46, равно 4.  

Вычисляя )68(,),12(),8( CCC vvv  , получим результат, равный 0, так 

как 0)34(,)6()4(  RRR vvv  . ■ 

Б) Пусть sum  ‒ четное число из отрезка ]8;88[  m . 

Каждому квадрату 
















4,2,

4,2,
)4,;2,;4,;2,(

jj

ii

cc

cc
jjiiC  

матрицы C  размерности 4m , где s  и t  ‒ четные числа из отрезка ];2[ n , с 

суммой sum  взаимно однозначно сопоставляется квадрат 

 





















)1(
2

1
)1(

2

1

)1(
2

1
)1(

2

1

2,;1,;2,;1,

4,2,

4,2,

jj

ii

cc

cc
jjiiR  

матрицы R  размерности 2m  с суммой 1
2

sum
 . Тогда 









 1

2

sum
(sum) RC vv . 

Если  12;31
2

sum
 m , то 






 











 





 











2

12

22

1

2

1
1

2

sum sqsq
vR , 
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где sq  21
2

sum
, 10  mq  и 10  s . Так как s  может принимать 

только значения 0 или 1, то 














 













.1,
2

1

,0,0

1
2

sum

s
q

s

vR  

Справедливо равенство: 



































 1

2

sum
41

2

sum
241

2

sum
mvmvv RRR , 

отсюда 

  
















 1

2

sum
41

2

sum
sum mvvv RRC  

sum)8(1
2

sum8












 mv

m
v CR , 

то есть 

  sum)8(sum  mvv CC , sum  ‒ четное число из отрезка ]8;88[  m . 

Число m4  ‒ середина отрезка ]8;88[  m , поэтому рассматривается 

половина отрезка. 

Пример. Рассмотрим матрицу С  размерности 87 . 

Множество возможных значений сумм имеет вид: 

]46;6[}1;1;3{]8;48[   . 

Вычислим количество квадратов матрицы C  с суммами равными 24 , 

то есть вычислим )24(Cv . 

Так как число ]8;28[24  , где 28  ‒ середина отрезка ]8;48[  , то 

)11(1
2

24
)24( RRC vvv 











 , где R  ‒ матрица размерности 27 . Так как 

]13;3[11  и 15211  , то 5q , 1s  и 3
2

6
)11( 





Rv . Значит, 3)24( Cv .  

Вычислим )44(Cv . Заметим, что ]8;28[44  . 

Так как в данном случае справедливо равенство 

sum)56((sum)  CC vv , ]8;28[sum  , 

то 

1)5()12())44(56()44(  RCCC vvvv , 

значит, 1)44( Cv  и количество квадратов матрицы C , сумма каждого из 

которых равна 44 , равно 1.  

Вычисляя )10(,),42(),46(  CCC vvv  , получим результат, равный 0, 

так как 0)4(,)20()22(  RRR vvv  . ■ 

В) Пусть sum  ‒ нечетное число из множества }1;1;3{  . 
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В этом случае получаем формулы для вычисления числа квадратов 

матрицы C  размерности 4m  с суммой sum : 

2

)1(
)3(

mm
vC


 , mmvC )1()1(  , 

2

)1(
)1(

mm
vC


 . 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 412 . В этом случае 

получаем: 66)3( Cv , 132)1( Cv , 66)1( Cv . ■ 

7. Число квадратов матрицы C  определенной суммы: случай 2n  
В данном случае все квадраты матрицы C  размерности 2m  имеют 

сумму, равную 1 . Число квадратов равно 
2

)1( mm
, тогда 

2

)1(
)1(

mm
vC


 . 

Пример. В матрице C  размерности 25  справедливо: 10)1( Cv . ■ 

8. Симметрические суммы квадратов матрицы C  

Общий вид множества возможных значений сумм квадратов матрицы 

C  размерности nm  следующий: 

]6)12(;2[]3;1[}1{]3;1[]4;4)12([  mnnnnnmn  . 

Отрезки ]4;4)12([  nmn  и ]6)12(;2[  mnn , также как и 

отрезки ]3;1[ n  и ]3;1[ n , симметричны относительно числа 1 . Пусть 

x  и y  ‒ числа, симметричные относительно числа 1 . Тогда 1
2


 yx

. 

А) Пусть ]4;4)12([  nmnx  и ]6)12(;2[  mnny . 

Так как 
2

1
2

yx
 , то 



















2
1

2

y
v

x
v RR , отсюда )()( yvxv CC  . 

Б) Пусть ]3;1[  nx  и ]3;1[  ny . 

Так как xy  2 , то 








4

)1))(2(1(

4

)1)(1(
)(

mmxnmmyn
yvC  

)(
4

)1)(1(
xv

mmxn
C


 , 

то есть )()( yvxv CC  . 

В) При 4n  верно равенство }1;1;3{]3;1[}1{]3;1[  nn  . 

Так как 
2

)1(
)3(

mm
vC


  и 

2

)1(
)1(

mm
vC


 , то для симметрических чисел 

3  и 1 относительно числа 1 , справедливо равенство )()( yvxv CC  . 

Делаем вывод, что если x  и y  ‒ числа, симметричные относительно 

числа 1 , то )()( yvxv CC  . 

Используя симметрию сумм, можно показать, что )1(Cv  принимает на 

множестве всех возможных значений сумм наибольшее значение. 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 83 . 

В таблице 3 представлены данные по суммам квадратов и количестве 

квадратов матрицы C  с данной суммой. 
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Таблица 3 – Суммы квадратов и число квадратов с данной суммой ( 83 ) 

sum  -36 -34 -32 -30 -28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -7 -5 -3 -1 
(sum)v  1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 3 6 9 12 

sum  34 32 30 28 26 24 22 20 18 16 14 12 10 5 3 1 -1 

(sum)v  1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 3 6 9 12 

 

Представляя графически данные таблицы 3, получаем изображение на 

рисунке 1, соединив для наглядности точки (sum))(sum;v . 

 

 
Рисунок 1 – Графическое представление данных таблицы 3 

 

График симметричен относительно прямой 1sum   и 12)1( Cv  есть 

наибольшее значение на множестве возможных сумм квадратов. ■ 

Пример. Рассмотрим матрицу C  размерности 45 . 

Так как количество столбцов в матрице C  равно 4, то можем считать, 

что 0)28()12()8()10()26()30(  CCCCCC vvvvvv  . Дело в 

том, что из отрезков ]8;32[   и ]30;6[  в общем случае выбираются четные 

числа, поэтому количество квадратов матрицы C  при некоторых значениях 

сумм можно считать равными 0. 

В таблице 4 представлены данные по суммам квадратов и количестве 

квадратов матрицы C  с данной суммой. 

 

Таблица 4 – Суммы квадратов и число квадратов с данной суммой ( 45 ) 

sum  -32 -30 -28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -3 -1 
(sum)v  1 0 1 0 2 0 2 0 2 0 1 0 -1 10 20 

sum  30 28 26 24 22 20 18 16 14 12 10 8 6 1 -1 

(sum)v  1 0 1 0 2 0 2 0 2 0 1 0 -1 10 20 
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По таблице 4 получаем изображение на рисунке 2.  

 

 
Рисунок 2 – Графическое представление данных таблицы 4 

 

Заключение 

В работе [4] показано, что величина, равная числу квадратов матрицы 

R  обладает свойством равенства от симметрических сумм. В данной работе 

показано, что величина обладает таким же свойством для матрицы C . 

Проведя компьютерное моделирование, получены данные, на основе 

которых можно выдвинуть гипотезу, что величина, равная числу квадратов 

матрицы C  с нечетным количеством столбцов, свойством равенства от 

симметричных сумм не обладает. 
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