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Рассмотрим уравнение 

                                                                                        

 

  

 

  

 
где          и         заданные функции,      неизвестная функция. 

Различные вопросы для интегральных уравнений Вольтерра первого и 

третьего рода исследованы в работах [1-6]. В частности в работе [4] доказаны 

теоремы единственности и построен регуляризирующий оператор для систем 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода на отрезке. В данной 

работе построен регуляризирующий оператор и доказана теорема 

единственности для решения уравнения (1). 
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Наряду с уравнением (1) будем рассматривать уравнение 

        

                                                                                   
 

  
              (2) 

где        малый параметр ,                    решение 

уравнения (1). 

Всюду будем предполагать, что 

                            ,(t,s,u)   G                                                 (3) 

где  G={(t,s):-∞<s≤t<+∞}. 

Введем обозначения: 

1) Обозначим через C        пространство всех функций  

     непрерывных и ограниченных на               норма в 

C       , т.е. для любого 

     C        
           

        
        

2) Через           обозначим пространство всех функций       таких, 

что 

                

 

  

 

 

3) Обозначим через           пространство всех функций  

               таких что                   . 

 
           

        
        

 

4) Через                обозначим пространство всех функций   

      таких, что для любого           

                   

 

  

 

5) Обозначим через      
               пространство всех функций   

               таких, что  для любых                

                          

  

  

 

 

  

где положительная постоянная       не зависит от       ,  но зависит 

только от                          и          при всехt            
Предположим выполнение следующих условий: 

a)       ≥0 при всех t           

                    

 

  

                     

b) для любых                 
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где 0≤     при всех t                         . 

c) при       для  любых (  ,s), (  ,s)G, и (  ,s,u1) ,(   ,s,u2), (  ,s,u1), 

(  ,s,u2)G R справедлива оценка 
                      )              

                               
  
  

  -  |, 

        )=0 при всех ( t,u)    ,         )=0  при (t,s)G. 

Решение  уравнения  (2) будем искать в виде 

 

                                                                       
Подставляя (4) в (2) имеем 

        
 

 
                

 

 
                         

 

  

 

  

1 −   1 , ,  ++  , − 1 , ,    +  0−  .    

 

Отсюда, используя резольвенту           
 

 
        

 

 
         
 

 ядра 

  
 

 
        имеем 

        
 

 
                        

 

  

  

 
 

 
                                      

 

  

           

  
 

 
        

 
          

 

 
 

 
                           

 

  

 

  

 

 

  
 

 
        

 

 
         
 

 
 

  

 

 
                      

 

  

 1 , ,  ]    - 

 

 
 

 
         

 

 
         
 

 
 

  
                                                       (5) 

 

Применяя формулу Дирихле, последнее уравнение запишем в виде 

                                           
 

  

  

 

  

 

                          ,                                                                         (6) 

где 
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                                                                                                                                          (7) 

 

               =-
 

 
                                  + 

 

  

  
         

 

 
         
 

                                     
 

 
,  (8) 

 

               
 

 
         

 

 
         
 

             
 

  
           (9) 

Теорема. Пусть   выполняются условия а), b),c) и        
        , 

где        решение уравнения (1). Тогда решение        уравнения (2) при  

    стремится к  

решению       уравнения (1). При этом справедлива оценка 

                  
                                                                            (10) 

где                            
 

  
                  

                          
  
  

 
 
,  =   

   
(     )+         

   

 
 

Доказательство. Учитывая формулы 

 

 
         

 
          

 

        
 
          

 

 

 

 

 

 

 
         

 
          

 

        
 
          

 

  

 

  

 

из (7) и (8) и (9) получим 

          
 

 
                 

 
          

 

   

 
 

           
 

 
         
 

                   
 

  
                                   (11) 

               =-
 

 
                                   

 
 

 
         
 

 - 

 

  

  
         

 

 
         
 

                                  
 

 
- 

                                    ,                                          (12) 

 

                  
 
 
          

 

    

 
 

 
         

 

 
         
 

            
 

  
   .                                         (13) 

 

Учитывая условие б),  из (11) имеем 
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Отсюда интегрируя по частям, получим 

                  
 

 
         
 

         
 

 
=          

 

 
         
 

    

Из последнего неравенства имеем 
                       .                                                                       (14) 

Теперь найдем оценку функции                 из (12) 

                   
 

 
                                  

+  , + 1 , ,  − 1 , ,   −1     ,   - 

  

  
         

 

 
         
 

                                  
 

 
- 

                                    │  

                   
 

 
         
 

                         
 

 
   

 
 

  
         

 

 
         
 

   
 

 
                      

 

 
}. 

 

Отсюда получим, что 

                        │ξ      t    ξ)     .                                   (15) 

 

В силу         
         из (13) имеем 

׀      ׀               
 

  

 
  

 

 
         
 

  + 

 

    
 

 
        

 

 
         
 

             
 

 

 
   

 

  

= 0  [1     ,   ]   −1 −    ,   + 

    
    

 
          

 

  
 

 
           

 

 

  

  

   
 

 
           

 

 

 

    
     

   
(     )+                
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Отсюда получим 
               

 .                                                                           (16) 

Учитывая (14) , (15) и (16) из (6) получим 

׀      ׀                               
     

 

  
                          (17) 

Применяя формулу Гронуолла-Белмана из (17) имеем (10). Теорема 

доказана. 

Следствие. Пусть выполняются условия            и существует  
∝          такое что        0   при почти всех    R. Тогда решение 

уравнения (1) единственно в пространстве    
                

Доказательство. Пусть                
          являются 

решениями уравнения (1) при                   В этом случае сначала в 

силу условий           доказываем, что                            Тогда  

                               

 

  

     

 

  

 

Отсюда имеем 

     
       

                                   
 

  

 

  
= 

                                  

 

  

                                             

 

  

 

                 ,                   . 
Далее в силу условий a) и b),и с) имеем 

     
       

                         
 

  
                  

 

 

 

  

 2    + 

+           
 

  
                          

 

 
,   -     t   . 

 

 

Отсюда вытекает, что 

что                           ,    . 

Далее в силу оценку (10) доказывается 

                                  +                 →0  при 

 →0. 

Пример. Рассмотрим уравнения (1) и (2) при 

K(t,s, )=
 

     
 

׀ ׀

     
  

׀ ׀

        

 

 
    

 

     
  

׀ ׀

        

 

 
   

 

    
                                                               (18) 
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В этом случае условия теоремы выполняются при 

K(t,s)=
 

       
 

׀ ׀

     
  

׀ ׀

        

 

 
           , 

(18) 

  (t,s,u)=  
 

     
  

׀ ׀

        

 

 
   

 

    
,(t,s,u)      

 

K(t,t)=
׀ ׀

        
,      

 

     
,   (t)=

  

     
,      

 

В самом деле, в силу (18)для любых        имеем 

K(              
 

      
׀ ׀

        

  
  

  . 

Отсюда 

 K(                           
  
  

   . 

Аналогичным образом в силу (19) доказывается  для любых  

(  ,s,  ), (  ,s,  ), (  ,s,  ), (  ,s,  )      следующая оценка 

            -

                       +                             
  
  

       . 

Здесь используется  неравенство 
              

     
       

  
 2,        ,    . 

Замечание: Если  (t)=9            
 

  

 

 ,  K(t,t)    (      , K(t,t) 0 

при t  ,то  (t)    
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