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Аннотация 

Для плоской статически определимой фермы с двумя опорами методом 

индукции в системе компьютерной математики Maple выводится 

зависимость прогиба середины пролета от числа панелей. Коэффициенты 

искомой формулы получаются как решения рекуррентных уравнений. 

Прогиб определяется с помощью интеграла Мора. Находится асимптотика 

решения. 
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Abstract 

For a planar, statically definable truss with two supports, the induction method in 

the computer math system Maple derives the dependence of the deflection of the 
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mid-span on the number of panels. The coefficients of the desired formula are 

obtained as solutions of recurrent equations. The deflection is determined using the 

Mohr integral. The asymptotic solution is found. 

Keywords:  truss, Mohr integral, deflection, induction, Maple, asymptotics 

 

Рассмотрим симметричную балочную статически определимую ферму 

высотой h (рис. 1) с пролетом, состоящим из n панелей длиной a. Ферма 

нагружена по узлам нижнего пояса. Особенность фермы — скошенные 

боковые панели.  

 

 
Рисунок 1 — Схема фермы, n = 2k=8 

 

Рассматриваемая ферма представляет собой одну из самых простых и 

широко применяемых в практике строительства. Несмотря на это 

аналитических решений для этой конструкции в литературе нет. В какой-то 

степени исключение составляет формула Качурина [1], описанная в 

монографии под редакцией Стрелецкого [2]. Для высоты, оптимальной по 

массе балочной фермы с n панелями и длиной пролета L получено 

соотношение 

1 0,7 1оптh n

L n k


  , 

Для треугольной решетки здесь следует брать k=2, и  k=3 для 

раскосной. Аналогичная формула, явно не учитывающая число панелей, 

полученная из условия жесткости на основании формулы Максвелла - Мора 

имеет  более сложный вид 

6,5 2
1 ,

24 [ ]

h L h

L f E L

  
  
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где принято   — напряжение (максимальное) в поясе, 

[ ] / 1/1500...1/1000f L   — условная мера жесткости. 

 Аналитическую зависимость прогиба фермы от числа панелей 

получим по программе [3], которая ранее использовалась в ряде 

аналитических расчетах арочных [4-15], решетчатых [16-21] и 

пространственных [22-31] ферм.  В [32] по этой же программе были 

получены зависимости деформации статически определимой плоской фермы 

башенного типа от ее размеров и числа панелей. Шпренгельные фермы, для 

которых обычные методы (сечений и вырезания узлов) неприменимы 

изучены с использованием программы [3] и метода индукции в работах [33-

36]. Формулы для прогиба ферм, допускающих кинематическое вырождение 
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при определенном числе панелей, но вполне работоспособных при в других 

случаях, методом индукции с применением системы Maple получены в [37-

39]. 

Рассматриваемая ферма содержит 4 2sN n   в стержней,  включая три  

стержня, моделирующие шарнирные опоры (подвижную слева и 

неподвижную справа). Все опорные стержни предполагаются 

недеформируемыми в сумму формулы Максвелла - Мора при расчете 

прогиба не входят.  

Шарниры и стержни нумеруются (рис. 2). 

 
 

Рисунок 2— Нумерация узлов и стержней, n=2k=6 

   

На языке системы символьной математики Maple фрагмент программы 

ввода координат шарниров имеет вид 

 
> x[1]:=0:y[1]:=0: 

>  for i to n-1 do x[i+1]:=2*a*i-a; y[i+1]:=0:od: 

>    x[n+1]:=(n-1)*2*a:y[n+1]:=0: 

>    x[n+2]:=a/2:y[n+2]:=h/2: 

> for i to n-2 do x[i+n+2]:=2*a*i; y[i+n+2]:=h:od: 

>  x[2*n+1]:=x[n]+a/2:y[2*n+1]:=h/2: 

 

Порядок соединения стержней (топология конструкции) задают 

специальные векторы, содержащие номера концов соответствующих 

стержней 

 
>  for i to n do 

>    N[i]:=[i,i+1]:             # Нижний пояс 

>    N[i+2*n-1]:=[i+1,i+n+1]:   # Раскосы  

>    N[i+3*n-1]:=[i,i+n+1]: 

>  od: 

>  for i to n-1 do  N[i+n]:=[i+n+1,i+n+2]: od: # Верхний пояс 
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Коэффициенты уравнения равновесия узлов в проекциях на оси 

координат (направляющие косинусы усилий в стержнях фермы, включая три 

опорные стержня) в программе представлены квадратной матрицей размера 

.s sN N  

Решение системы линейных уравнений в символьной форме методом 

обратной матрицы, что наиболее удобно в системе символьной математики 

Maple [3, 40-44]) дает выражения для усилий во всех стержнях, входящие в 

формулу Максвелла-Мора: 
3

( ) (1)

1

/ ( ).
sN

P

i i i

i

S S l EF




    

Здесь введены общепринятые обозначения: EF — жесткость стержней 

(произведение модуля упругости на площадь поперечного сечения), 
( )P

iS — 

усилия  в стержнях фермы от заданной распределенной нагрузки, il  — 

длины стержней,  
(1)

iS  — усилия от единичной силы, приложенной к 

среднему узлу верхнего  пояса. Длины опорных стержней принимаются 

произвольными, так как в сумму они не входят. Суммарная нагрузка в 

рассматриваемой задаче равняется  ( 1)sP n P  . 

Расчеты показывают общий вид решения: 
3 3 3 2( ) / (16 )k k kP a A c C g G h    .                                             (1) 

Здесь 2 2 2 2, 9c a h g a h       — длины раскосов и боковых 

стержней верхнего пояса соответственно. Зависимость коэффициентов от 

числа k находятся методом индукции. Например, при обнаружении общего 

члена последовательности коэффициентов при 3a  потребовалось 

проанализировать 10 выражений прогиба и получить следующие 

натуральные числа: 272, 2112, 8080, 22016, 49040, 95552, 169232, 279040, 

435216, 649280. Найти общий член этой последовательности при применении 

обычных методов расчета затруднительно. Оператором rgf_findrecur пакета  

genfunc системы Maple для членов последовательности можно получить 

линейное однородное рекуррентное уравнение пятого порядка: 

1 2 3 4 55 10 10 5 , 2,3,...k k k k k kA A A A A A k          . 
Оператор rsolve находит решение этого уравнения, задающее искомую 

формулу для коэффициента при 3a  

 4 3 216 10 20 17 10 / 3.3kA k k k k     

Аналогично, при анализе численного ряда 21, 67, 145, 255, 397, 571 и 

т.д., находим, что коэффициент 
kС  удовлетворяет однородному уравнению 

третьего порядка 1 2 33 3k k k kC C C C     и имеет вид 
2 25,1 2,3,...6 34 .k kC k k   . 

В свою очередь, для коэффициента kG  из периодического числового 

ряда: 3, 5, 7, 9 и т.д., получено однородное уравнение второго порядка: 

1 22k k kG G G   , а его решение имеет вид: 
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2 1, 2,3,...kG k k   . 

Кривые на рисунке 3 построены по формуле (1) для безразмерного 

относительного прогиба / ( )sEF LP    при длине пролета L=100 м. Длина 

панели a зависит от пролета: a=L/(2n). Суммарная нагрузка на фермы 

( 1)sP P n  . Высота h указана в метрах. 

 
Рисунок 3 — Зависимость относительного прогиба от числа панелей 

 

Характерен достаточно плавный рост прогиба при k > 5. Рост 

практически незаметен, однако положительное значение  предела (угол 

наклона асимптоты) lim '/ / (2 )
k

k h L


  явно указывает на это. Предел легко 

вычисляется оператором системы Maple:  

 

limit(Del/k,k=infinity). 

 

Аналитические обзоры решений для плоских ферм, полученные в 

системе компьютерной математики Maple с помощью метода индукции, 

можно найти в [45,46].  
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