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Аннотация 

Получена точная формула для прогиба шпренгельной фермы регулярного 

типа с одной шарнирно-неподвижной и тремя шарнирно-подвижными 

опорами в зависимости от числа панелей. Вертикальная нагрузка приложена 

к узлу в середине верхнего пояса фермы. Прогиб фермы вычисляется с 

помощью формулы Максвелла – Мора в предположении, что все стержни 

упругие и имеют одинаковую продольную жесткость. Усилия в стержнях 

фермы находятся методом вырезания узлов. Формула для прогиба выводится 

методом индукции по результатам расчетов ряда ферм с последовательно 

увеличивающимся числом панелей в математической среде Maple. Для этого 

составляются рекуррентные уравнения для коэффициентов формулы 

прогиба, решения которых дает искомую аналитическую зависимость. 

Ключевые слова: прогиб, регулярная ферма, математическая индукция, 

Maple, формула Максвелла – Мора. 
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Abstract 

An exact formula for deflection of a regular lattice-type truss with one pivotally 

fixed and three pivotally movable supports depending on the number of panels is 

obtained. The vertical load is applied to the knot in the middle of the upper chord 

of the truss. Farm deflection is calculated using the Maxwell – Mohr formula under 

the assumption that all the rods are elastic and have the same longitudinal rigidity. 

The forces in the truss rods are found by cutting the knots. The formula for the 

deflection is derived by the method of induction according to the results of 

calculations of a number of farms with a successively increasing number of panels 

in the mathematical environment of Maple. For this purpose, recurrence equations 

are compiled for the coefficients of the deflection formula, whose solutions give 

the desired analytical dependence. 
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Результаты расчётов прогиба для некоторого класса конструкций 

имеют особое значение в проектировании. Такие расчёты позволяют 

подобрать оптимальное число панелей и размеры фермы, помогают выявить 

ошибки в численных расчётах. 

 В представленной ферме (рис. 1) n – число стержней в нижнем поясе, 

при этом всего ферма имеет 4 18m n   стержней и 2 9k n   узлов. Ферма 

имеет особенность в виде внешней статической неопределимости. 

Действительно, число узлов в два раза меньше числа стержней, и ферма 

статически определима, однако найти пять реакций опор обычным образом 

из решения трех уравнений равновесия не получится. Именно поэтому 

приходится составлять полную систему уравнений равновесия всех узлов 

одновременно, что, конечно, значительно проще делать программным 

образом, например, в системе Maple [1]. 

 
Рисунок 1 — Ферма при 7n    

 

Расчеты показывают, что при некоторых значениях n определитель 

системы уравнений равновесия вырождается, что соответствует 

кинематической изменяемости конструкции. Решения возможны только для 

3,7,9,13,15...n   Введем параметр u N , для которого получим допустимые 

значения числа панелей: 1/ 2 3 ( 1) / 2un u    . Ставится задача получения 

точной формулы прогиба шпренгельной фермы от параметра u, нагрузки и 

размеров.  

Номера узлов и стержней нумеруются с левого верхнего узла (рис. 2). 

 

 
Рисунок 2 — Номера стержней и узлов фермы при 3n    

 

Зададим координаты узлов, расположив начало координат в левом 

нижнем углу. Приведем соответствующий фрагмент программы. Координаты 

внутренних узлов: 
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k:=2*n+9: 

for i to 3 do x[i]:=a*(i-1):  y[i]:=(4-i)*h:  

  x[i+n+4]:=(3 +2*n+i) *a: y[i+n+4]:=h*i; 

end:  

for i to n+1 do x[i+3]:=(1+2*i)*a:y[i+3]:=0: end: 

for i to n+2 do x[i+n+7]:=2*a*i: y[i+n+7]:=3*h: end: 

 

Координаты опорных шарниров (закреплены на "земле") 

 

x[k-4]:=-5:           y[k-4]:=3*h:  

x[k-3]:=0:            y[k -3]:=3*h-3: 

x[k-2]:=0:             y[k-2]:=h: 

x[k-1]:=x[n+5]+9: y[k-1]:=y[n+5]: 

x[k]:=x[n+7]:        y[k]:=3*h-3: 

 

Зададим стержни решетки фермы специальными векторами N[*,*] с 

указанием концов стержней: 

 

for i to n+6 do  N[i]:=[i,i+1]; end: 

N[n+7]:=[1,n+8];N[n+8]:=[2*n+9,n+7]; 

for i to n+1 do N[i+n+8]:=[i+n+7,i+n+8]; end: 

for i to n+2 do 

 N[i+2*n+9]:=[i+1,i+n+7]:  

 N[i+3*n+11]:=[i+n+7,i+4]: 

end: 

 

Опорные стержни: 

 

N[m-4]:=[1,k-4]: N[m-3]:=[1,k-3]: 

N[m-2]:=[3,k-2]: N[m-1]:=[n+5,k-1]: N[m]:=[n+7,k]:  

 

Так как ферма имеет пять внешних связей, она является статически 

неопределенной. Методом вырезания узлов найдем усилия в стержнях, 

воспользовавшись программой [1]. Составим систему уравнений равновесия 

узлов, где в правой части системы – вектор нагрузок (фактически набор 

векторов - каждый столбец - одна нагрузка): 

 

# Вектор нагрузок и матрица системы 

B1:=Vector(m): G:=Matrix(m,m): 

np:=n+8+k: B1[2*np]:=1: 

 # Решение системы уравнений равновесия 

    for i to m do 

      Lxy[1]:=x[N[i][2]]-x[N[i][1]]: 

      Lxy[2]:=y[N[i][2]]-y[N[i][1]]: 
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      #подстановка, упрощающая вид результата (длины раскосов) 

L[i]:=subs(a^2+h^2=c^2, sqrt(Lxy[1]^2+Lxy[2]^2));     

 for j to 2 do  

    t:=2*N[i][2]-2+j:  

    if t<=m then G[t,i]:=-Lxy[j]/L[i]:fi;  

    t:=2*N[i][1]-2+j:  

    if t<=m then G[t,i]:= Lxy[j]/L[i]:fi;  

 od; 

 od:  

G1:=1/G:   #Обратная матрица 

S1:=G1.B1: # Вектор усилий в стержнях (ответ) 

 

Для определения прогиба воспользуемся формулой Максвелла – Мора 

[2,3], в которую по условию недеформируемые опорные стержни не входят: 
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где il  – длина i-го стержня, ( )P

iS – усилия от действия внешней нагрузки, (1)

iS  

– усилия в стержнях фермы от действия единичной силы, приложенной в 

точке определения прогиба, EF – жесткость стержней (остается постоянной). 

В данной постановке ( ) (1)P

i iS S . 

Получим решения для u изменяющегося от 1 до 14 с шагом 1. 

Применяя метод индукции, развитый в работах [4-14] применительно к 

арочным фермам и в [15-27] для балочных ферм, обобщим результат. Вид 

формулы прогиба не меняется от числа панелей и имеет следующий вид: 
3 3 2( ) /u u uEF P A a C c h   , 

где ,a h  и 2 2c a h   – геометрические параметры фермы (рис. 1). 

Для коэффициентов uA  и uС , последовательно применяя операторы 

rgf_findrecur (из специализированного пакета genfunc) и rsolve, получаем 

зависимости: 
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В работах [28-32] приведены примеры использования метода индукции 

в более сложных пространственных системах. 
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