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Аннотация 

Цель исследования заключается в анализе отображений, осуществляемых 

степенной функцией комплексного переменного, с акцентом на их 

геометрические свойства. В ходе работы использовались методы теории 

функций комплексного переменного для изучения поведения и 

характеристик данных отображений. Результатами исследования являются 

конкретные примеры отображений, иллюстрирующие влияние степени 

функции на геометрическую структуру образа. 
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Abstract 

The purpose of the study is to analyze the mappings performed by a power 

function of a complex variable, with an emphasis on their geometric properties. In 

the course of the work, methods of the theory of functions of a complex variable 

were used to study the behavior and characteristics of these maps. The results of 

the study are specific examples of mappings illustrating the effect of the degree of 

function on the geometric structure of the image. 

Keywords: conformal mapping, complex numbers 

 

1 Введение 

1.1 Актуальность 
Актуальность исследования обусловлена широким применением 

теории функций комплексного переменного в различных областях 

математики и физики. Понимание геометрических свойств отображений, 

осуществляемых степенными функциями, важно для анализа и решения 

задач в инженерии, динамических системах и теории управления. 

 

1.2 Обзор исследований 
С. Г. Светунько с помощью линейной производственной функции 

комплексных переменных описывает экономическое прогнозирование [1]. А 
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Д. В. Козловский рассказывает об использование комплексных переменных в 

прогнозировании [2]. В. П Рубан использует точные уравнения движения в 

терминах так называемых конформных переменных [5]. А в работе 

И.А.Колесников решается задача построения конформного отображения 

верхней полуплоскости на круговой многоугольник с нулевыми углами 

(углами 2π) [6]. 

 

1.3 Цель исследования 
Цель исследования заключается в анализе геометрических свойств 

отображений, осуществляемых степенной функцией комплексного 

переменного. 

 

2 Материалы и методы 

Исследуются степенной функции комплексного переменного с 

использованием конкретных примеров для иллюстрации их геометрических 

и аналитических свойств. Основным материалом исследования являются 

степенная функция вида 𝑤 = 𝑧𝑛
, где z — комплексное переменное, а 𝑛 ∈

ℕ.  

 

3 Результаты и обсуждения 

Для того чтобы отображение w = zn было однолистным в области D, 

необходимо и достаточно чтобы область Dне содержала двух точек z1,и z2, у 

которых модули равны, а аргументы отличаются на число кратное 
2π

n
. 

Задание №1 

Отобразить заданную область с помощью функции 𝑤 = 𝑧2(рис.1) [2]. 

 

 
Рисунок 1 — Заданная область на плоскости z 
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Для заданного полукруга{
|𝑧| ∈ [0,2]

arg 𝑧 ∈ [−
𝜋

2
,

𝜋

2
]
 применим функцию, получаем для 

образа{
|𝑤| ∈ [0,4]

arg 𝑧 ∈ [−𝜋, 𝜋]
. То есть в плоскости 𝑤 получим круг радиуса 2 с 

разрезом по отрицательной части действительной оси (рис.2). 

 

 
Рисунок 2 — Образ заданной области на плоскости w 

 

Задание №2 

Найти функцию w = f(z), которая взаимно однозначно и конформно 

отображает область 𝐷 = {𝑧: −
𝜋

6
< 𝑎𝑟𝑔(𝑧 − ⅈ) <

𝜋

3
} плоскости z на верхнюю 

полуплоскость𝐺: 𝐼𝑚 𝑤 > 0 в плоскости w (рис.3) [2]. 

 

 
Рисунок 3 — Задание  

 

Решение  

1) Сдвигаем заданную область D на вектор b = −ⅈ.  

𝑤1 = 𝑧 − ⅈ (рис.4) 
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Рисунок 4 — Сдвиг на вектор b = −ⅈ 

 

2) Поворачиваем область D на угол =
𝜋

6
 против часовой стрелки 

вокруг начала координат  

𝑤2 = 𝑤1ⅇⅈ
𝜋

6(рис.5) 

 

 
Рисунок 5 — Поворот на угол =

𝜋

6
 

 

3) Увеличиваем угол в 2 раза  
𝑤 = 𝑤2

2 
Делаем подстановку 

𝒘 = (𝒛 − ⅈ)𝟐ⅇⅈ
𝝅
𝟔 

 

Задание №3 

Найти образ прямой 𝐼𝑚 𝑧 = 1 при отображении с помощью функции 

𝑤 = 𝑧2 
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Рисунок 6— Заданная область на плоскости z 

 

Решение  

Имеем 𝐼𝑚 𝑧 = 1, что означает, мнимая часть z равна 1. Представим z в 

виде 𝑧 = 𝑥 + ⅈ, где x -действительная часть, а i - мнимая единица  

Подставляем z в 𝑤 = 𝑧2 
𝑤 = (𝑥 + ⅈ)2 = 𝑥2 + 2ⅈ𝑥 − 1 

Выписываем действительную и мнимую часть  

{𝑢 = 𝑥2 − 1
𝜈 = 2𝑥

 

Отсюда следует  

𝑢 = (
𝑣

2
)

2

− 1 

Получаем функцию вида  

𝑢 =
1

4
𝑣2 − 1 

Таблица 1 —Возьмем пять точек и найдем и х значения 

v u 

0 −1 

±2ⅈ 0 

±4ⅈ 3 

 

 
Рисунок 7 — Образ заданной области на плоскости w 

 

Задание №4 
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Отобразить область 𝐼𝑚 𝑧 < 0 с помощью функции 𝑤 = √𝑧
4

 

 

 
Рисунок 8 — Заданная область на плоскости z 

 

Решение  

Для решение этого задания необходимо определить диапазон значений 

для модуля и аргумента точек заданной области и точек образа. 

{
|𝑧| ∈ [0; ∞)

𝑎𝑟𝑔 𝑧 ∈ [𝜋; 2𝜋]
→{

𝑤 ∈ [0; ∞)

𝑤 ∈ [
𝜋

4
,

𝑇1

2
]
 

 
Рисунок 9 — Образ заданной области на плоскости w 

 

Задание №5 

Отобразить область 
𝜋

4
< 𝑎𝑟𝑔(𝑧 + 1 − ⅈ) < 𝜋 на верхнюю полуплоскость.  
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Рисунок 10 — Заданная область на плоскости z 

 

Решение: 

Первое, что мы сделали— это сместили с помощью линейной функции 

вершину угла в начало координат  
|𝑎| = 0,  𝑎𝑟𝑔 𝑎 = 0, 𝑏 = 1 − ⅈ 

 𝒘𝟏 = 𝒛 + 𝟏 − ⅈ 

 

 
Рисунок 11 — Сдвиг на вектор 1 − ⅈ 

 

Принимаем  𝑤1 за исходную функцию. 

Затем повернем получившуюся область на угол 
𝜋

4
 

|𝑎| = 1, 𝑎𝑟𝑔 𝑎 = −
𝜋

4
, 𝑎 = ⅇ−ⅈ4

𝜋
, 𝑏 = 0 

𝒘𝟐 = ⅇⅈ𝝅
𝟒⁄ 𝒘𝟏 
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Рисунок 12 — Поворот на угол 

𝜋

4
 

 

Принимаем  𝑤2 за исходную функцию. 

Необходимо полученный сектор преобразовать до развернутого угла. 

Это можно сделать с помощью степенной функции. 

𝒘 = 𝒘𝟐

𝟒
𝟑⁄

 

 

 
Рисунок 13 — Образ заданной области на плоскости w 

 

Теперь необходимо сделать замену  

𝑤 = (ⅇⅈ
𝜋
4𝑤1) = ⅇⅈ

𝜋
3𝑤1

4
3 

𝒘 =
𝟏 − ⅈ√𝟑

𝟐
(𝒛 + 𝟏 − ⅈ)

𝟒
𝟑 

 

Выводы 

В статье рассмотрены основные свойства степенной функции 

комплексного переменного и их отображения на комплексной плоскости. 

Исследование степенных функций комплексного переменного позволяет 

более глубоко понять их геометрическое поведение и их влияние на 

преобразование областей в комплексной плоскости.  
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