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В теории многочленов от одной переменной немаловажное значение 

имеют многочлены Лежандра, которые были введены в 1784 г. французским 

математиком Адриен Мари Лежандром (A.M. Legendre) [1,5]. 

Многочлены Лежандра имеют широкое применение, в частности, они 

участвуют в образовании сферических функций, в которых решается ряд 

задач математической физики [2]. 
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Полиномы Лежандра относятся к классическим ортогональным 

многочленам и обозначаются  xPn  [3,4]. 

Для определения многочленов Лежандра можно воспользоваться 

формулой Родрига: 

   n
n

n

nn x
dx

d

n
xP 1

!2

1 2  , ,...2,1,0n    (1) 

Из (1) следует, что   10 xP ,   xxP 1 . Для следующих значений n  удобнее 

воспользоваться рекуррентной формулой 

     xP
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n
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 .   (2) 

Используя соотношение (2) в системе Maple были вычислены первые 

двадцать многочленов Лежандра (рис. 1). 

 

 

 
Рисунок 1 – Вычисление многочленов Лежандра в системе Maple 

 

Из общих свойств классических ортогональных многочленов вытекают 

следующие свойства многочленов Лежандра: 

 система многочленов Лежандра полна на отрезке  1;1 ; 

 система многочленов Лежандра замкнута; 
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 система многочленов Лежандра исчерпывает все собственные функции 

краевой задачи Штурма-Лиувилля; 

 многочлен Лежандра  xPn  имеет ровно n  простых нулей, 

расположенных строго внутри отрезка  1;1 ; 

 для системы многочленов Лежандра имеет место теорема 

разложимости Стеклова [4]. 

Теорема Стеклова. Всякая дважды непрерывно дифференцируемая на 

отрезке  1,1  функция  xf  разложима в абсолютно и непрерывно 

сходящийся ряд по полиномам Лежандра 

   xPcxf n
n

n





0

, 

где 

   





1

12

12
dxxPxf

n
c nn , ,...2,1,0n  

– коэффициенты Фурье функции  xf . 

Многочлены Лежандра – многочлены, которые в наименьшей степени 

отклоняются от нуля в смысле среднеквадратичного [2]. С их помощью легко 

для заданной функции   2Lxf   построить в подпространстве  PLHn  

многочлен наилучшего среднеквадратичного приближения на отрезке  1;1 . 

Если такой многочлен искать в виде 

   xPcxPL k

n

k
kn 




0

,     (3) 

то коэффициенты найдутся по формуле 

   





1
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12
dxxPxf

k
c kk , nk ,...,2,1,0 ,   (4) 

а наилучшее приближение (мера близости функции  xf  к многочлену 

 xPLn ) имеет вид: 

  2
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 .    (5) 

Рассмотрим примеры построения многочленов наилучшего 

среднеквадратичного приближения для нескольких функций  xf , заданных 

на отрезке    1;1;  bax . 

Пример 1. Найти наилучшее среднеквадратичное приближение 

функции   xexf   на отрезке  2;5  среди многочленов степени не выше 2-

ой, 3-ей и 4-ой, для каждого случая вычислить величину наилучшего 

приближения. 
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Сделаем замену переменного 
2

3

2

7
 tx , переводящую отрезок 

 2;5x  в отрезок  1;1t . Тогда   2

3

2

7



t

etf . 

По формулам (4) вычисляем коэффициенты: 
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Тогда многочленами наилучшего приближения 2-ой, 3-ей и 4-ой 

степени к функции   2

3

2

7



t

etf  на отрезке  1;1  будут 

 

  2525252
2

686

1545

686

285

49

27

49

15

686

417

686

3
teeteeeetPL 
















  , 

 

,
686

7355

686

275

686

1545

686

285

686

4035

686

45

686

417

686

3

352

2525252
3

tee

teeteeeetPL


































 

 

.
2744

164835

2744

1035

686

7355

686

275

9604

472875

9604

885

686

4035

686

45

19208

87225

19208

705

452352

2525252
4

teetee

teeteeeetPL











































 

 

Возвращаясь к исходной переменной 
7

3

7

2
 xt , получаем, что 

многочленами наилучшего приближения 2-ой, 3-ей и 4-ой степени к функции 

  xexf   на отрезке  2;5  будут 
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Далее находим величину наилучшего приближения: 
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Изобразим графики полученных функций (рис. 2,3). Для сравнения на 

одной плоскости с графиками   xexf   и  xPLn  построен график 

соответствующего многочлена Тейлора   



n

k

k

n
k

x
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0 !
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a) 2n  b) 3n  

Рисунок 2 – Графики функции   xexf   и еѐ приближений многочленами 

Лежандра  xPLn  и Тейлора  xTn  

 

Рисунок 3 – Графики функции   xexf   и еѐ приближений многочленами 

Лежандра  xPL4  и Тейлора  xT4  

 

Пример 2. Найти наилучшее среднеквадратичное приближение 

функции   xxf cos  на отрезке   ;  среди многочленов степени не выше 

2-ой, 4-ой и 6-ой, для каждого случая вычислить величину наилучшего 

приближения. 
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Переводим отрезок   ;x  в отрезок  1;1t , сделав замену 

переменного tx  , тогда   ttf cos . 

Вычисляем коэффициенты, пользуясь формулами (4): 
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Находим многочлены наилучшего приближения 2-ой, 4-ой и 6-ой 

степени к функции   ttf cos  на отрезке  1;1  
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Далее заменяем в полученных выражениях 


x
t   и выписываем 

многочлены наилучшего приближения 2-ой, 4-ой и 6-ой степени к функции 

  xxf cos  на отрезке   ; : 
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Вычисляем величину наилучшего приближения: 
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Изображаем на одной плоскости графики заданной функции 

  xxf cos ,   ;x , полученных приближений  xPLn  и многочленов 

Тейлора    
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a) 2n  
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c) 6n  

 

Рисунок 4 – Графики функции   xxf cos  и еѐ приближений многочленами 

Лежандра  xPLn  и Тейлора  xTn  

 

Пример 3. Найти наилучшее среднеквадратичное приближение 

функции   xxf sin  на отрезке  2;0  среди многочленов степени не выше 

3-ей, 5-ой и 7-ой, для каждого случая вычислить величину наилучшего 

приближения. 

Сделаем замену переменной  1 tx  , переведя тем самым отрезок 

 2;0x  в отрезок  1;1t , тогда    1sin  ttf  . 

Используя формулы (4) вычисляем коэффициенты: 
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Находим многочлены наилучшего приближения 3-ей, 5-ой и 7-ой 

степени к функции    1sin  ttf   на отрезке  1;1  
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Возвращаясь к переменной x , заменяем в полученных функциях 

1


x
t  и выписываем многочлены наилучшего приближения 3-ей, 5-ой и 7-

ой степени к функции   xxf sin  на отрезке  2;0 : 
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Вычисляем величину наилучшего приближения: 
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Изображаем на одной плоскости графики заданной функции 

  xxf sin ,  2;0x , полученных приближений  xPLn  и многочленов 

Тейлора    
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!12
1  (рис. 5). 

Анализируя графики полученных многочленов наилучшего 

среднеквадратичного приближения, построенных с помощью многочленов 

Лежандра, можно сделать вывод, что уже многочлены  xPL2  и  xPL3  дают 

вполне приемлемую точность на всем заданном отрезке    1;1; ba . Тогда 

как многочлены Тейлора «неплохо» описываю заданную функцию  xf  

лишь на отрезке  1;1  (т.е. в окрестности нуля). 

 



Постулат. 2017. №7                                                                       ISSN  2414-4487 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

 

 
a) 3n  

 
b) 5n  

 
c) 7n  

Рисунок 5 – Графики функции   xxf sin  и еѐ приближений многочленами 

Лежандра  xPLn  и Тейлора  xTn  
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Именно благодаря своим свойствам многочлены Лежандра находят 

широкое применение в решении многих математических задач. В частности, 

многочлены Лежандра и связанные с ними функции встречаются при 

решении уравнения Лапласа, волнового уравнения или уравнения 

теплопроводности [1]. Эти многочлены участвуют в образовании 

сферических функций, в которых решаются ряд задач математической 

физики, дифференциальное уравнение Лежандра возникает для задачи 

потенциала в сфероидальных и тороидальных координатах [2]. 

 

Библиографический список 

 

1. Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции. 

Гипергеометрическая функция. Функции Лежандра / Пер. 

Н.Я. Виленкина. М.: Наука, 1973.  Т.1.  296 с. 

2. Березин И.С., Жидков Н.П. Методы вычислений, Т.1.  М.: ГИФМЛ, 1962.  

464 с. 

3. Бронштейн И.Н., Семендяев К.А. Справочник по математике для 

инженеров и учащихся втузов.  М.: Наука, 1986.  544 с. 

4. Свешников А.Г., Боголюбов А.Н., Кравцов В.В. Лекции по 

математической физике: Учеб. пособие.  М.: Изд-во МГУ, 1993.  352 с. 

5. Фихтенгольц Г.М. Курс дифференциального и интегрального исчисления. 

В 3 томах. Т.1. Учебник.  М.:Лань, 2017.  608 с. 

 


